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YOKWORT. 

unter  dem  Xamen  von  Vorlesungen  beabsichtigt  der  Verfasser 
einige  Monographien  über  Gegenstände  der  Geometrie  herauszugeben, 
in  denen  nach  Möglichkeit  auf  die  Bedürfnisse  eines  weiteren  Leser- 
kreises Rücksicht  genommen  wird.  Eine  strenge  Bindung  an  wirklich 
gehaltene  Vorträge  oder  überhaupt  an  ein  bestimmtes  Programm  ist 
nicht  beabsichtigt. 

Das  vorliegende  erste  Heft  bringt  einen  Ausschnitt  aus  einem 
Gedankenkreis,  der  etwa  als  Geometrie  im  Tiomplexen  Gebiet  bezeichnet 
werden  kann.  AUe  Eigenschaften  sogenannter  imaginärer  Figuren 
können  auf  mannigfache  Weise  auch  als  Eigenschaften  reeller  Figuren 
aufgefaßt  und  dadurch  einer  im  engeren  Sinne  des  Wortes  „geo- 
metrischen" Betrachtung  zugänglich  gemacht  werden,  und  in  einigen 
Fällen  scheint  die  Durchführung  dieses  Gedankens  auch  lohnend  zu 
sein.  Auf  solche  Art  werden  hier  die  ebenen  analytischen  Kurven 
behandelt.  Die  diesen  angehörigen  imaginären  Punkte  werden  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  durch  Paare  reeller  Punkte  ersetzt,  und  es 
werden  nun  Abbildungen  oder  Transformationen  untersucht,  die  durch 
die  erhaltenen  Scharen  von  Punktepaaren  bestimmt  werden. 

Das  Wesen  des  Imaginären  in  der  Geometrie  wird  noch  recht 
oft  nicht  richtig  aufgefaßt.  Vielleicht  kann  das  Vorgetragene  dazu 
helfen,  diese  Mißverständnisse  verschwinden  zu  lassen. 

Ziemlich  genau  so  ist  der  bezeichnete  Stoff  in  einer  Vorlesung 
behandelt  worden,  die  der  Verfasser  im  Sommer  des  Jahres  1909  an 
der  Universität  Bonn  abgehalten  hat.  Der  jetzigen  Darstellung  liegt, 
neben  einem  Manuskript  des  Verfassers,  eine  Ausarbeitung  zugrunde, 
die  ein  damaliger  Zuhörer  hergestellt  hat.  Herr  W.  Blaschle,  jetzt 
Privatdozent  in  Greifswald,  hat  außerdem  auch  die  Figuren  gezeichnet, 
und  er  hat  kritische  Hilfe  geleistet.  Nicht  minder  wertvoll  war  die 
Kritik,  die  ein  anderer  früherer  Schüler  des  Verfassers,  Herr  H.  Beck 
in  Charlottenburg,  an  den  Korrekturen  geübt  hat.  Beiden  jüngeren 
Freunden  sei  auch  öffentlich  herzlich  gedankt.  Ebenso  der  Verlags- 
handlung, die  ihre  den  Fachgenossen  rühmlich  bekannte  Liebens- 
würdigkeit auch  diesmal  bewährt  hat. 

Bonn,  im  Juni  1911. 
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EBENE  ANALYTISCHE  KURVEN 

UND  ZU  IHNEN 

GEHÖRIGE  ABBILDUNGEN 


Einleitung 

Darstellung  imaginärer  Elemente  nach  v.  Staudt. 

Das  Wesen  der  projektiven  Geometrie,  die  in  ihrer  sogenannten 
synthetischen  Begründung  eine  Schöpfung  von  Poncelet,  Steiner  und 
Staudt  ist,  liegt  bekanntlich  darin,  daß  geometrische  Figuren  als 
„äquivalent"  oder  als  mit  „gleichen"  Eigenschaften  ausgestattet  an- 
gesehen werden,  wenn  sie  durch  Kollineationen  ineinander  übergeführt 
werden  können.  Die  vielleicht  nicht  ausdrücklich  gestellte,  jeden- 
falls aber  befolgte  Forderung,  Gleichartiges  mit  (ßeichlautenden  Worten 
zu  hescli  reihen,  die  Forderung  einer  einfachen  Darstellung  also, 
nötigte  frühzeitig  zur  Einführung  neuer  geometrischer  Begriffe  — 
insbesondere  nötigte  sie  zur  Erklärung  sogenannter  uneigentlicher  Ele- 
mente —  in  der  ebenen  Geometrie,  mit  der  wir  uns  hier  beschäftigen 
wollen,  zur  Definition  „uneigentlicher  Punkte"  und  einer  „uneigent- 
lichen Geraden". 

Die  analytische  Geometrie  ist  zu  allgemeiner  Gültigkeit  ihrer 
Lehrsätze  etwas  später  durch  Verwendung  homogener  Punkt-  und 
Linienkoordinaten  gelangt.  Die  hohe  Schönheit  allerdings,  die  die 
synthetische  Behandlung  der  projektiven  Geometrie  oder  Geometrie 
der  Lage,  wie  sie  Staudt  genannt  hat,  gerade  in  ihren  Elementen 
auszeichnet,  kann  die  analytische  Geometrie  in  einer  für  Anfänger 
bestimmten  Darstellung  nicht  erreichen  und  zwar  aus  dem  Grunde 
nicht,  weil  das  Handwerkszeug  der  Koordinaten  zu  viel  Aufmerksam- 
keit beansprucht.  Dagegen  ist  man  mit  Hilfe  der  Analysis  zu  tiefer 
liegenden  geometrischen  Eigenschaften  vorgedrungen,  und  der  Analysis 
verdankt  man  auch  den  zweiten  wesentlichen  Schritt  zur  Vervoll- 
kommnung der  projektiven  Geometrie,  die  Einführung  imaginärer 
Elemente,  die  ebenfalls  veranlaßt  worden  ist  durch  das  Streben  nach 
einfachen  Darstellungsformen,  durch  den  Wunsch,  Ausnahmen  von 
Regeln  zu  beseitigen.  So  hat  man  in  einer  Geometrie,  die  bloß 
reelle  Elemente  kennt,  den  Lehrsatz:  Zwei  verschiedene  irreduzible 
Kurven  zweiter  Ordnung  schneiden  sich  in  liöchstens  vier  Punkten. 
Im  komplexen  Gebiete  jedoch  haben  solche  „Kurven"  immer  vier 
—  nicht  notwendig  voneinander  getrennte  —  „Schnittpunkte".  Alle 
benutzten   Worte,    Punkt,    Kurve,   Schneiden,    haben   hier  gegenüber 
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der  ersten  Formulierung  eine  neue  erweiterte  Bedeutung  erhalten. 
Der  damit  erreichte  Vorteil  aber  ist  für  den  Geometer  etwas  teuer 
erkauft,  denn  es  fehlt  den  neuen  Begi-iffen  die  eigentliche  geometrische 
Existenz,  die  sogenannte  Anschaulichkeit. 

Staudt  hat  nun  in  seinen  Beiträjren  zur  Geometrie  der  Lage 
(Nürnberg,  1856 — 1860)  versucht,  die  Vorteile,  die  die  Analysis  bietet, 
sich  auch  bei  synthetischer  Behandlungsweise  der  (projektiven)  Geo- 
metrie zu  verschaffen,  und  zwar  ohne  Verzicht  auf  Anschaulichkeit: 
Er  setzte  an  Stelle  der  imaginären  Grundgebilde  Punkt  und  Gerade 
reelle  Figuren.^)  Wir  wollen  uns  zunächst  darüber  orientieren,  in 
welcher  Weise  dies  möglich  ist. 

Betrachten  wir  vorerst  nur  die  komplexen  Punkte  einer  reellen 
eigentlichen  Geraden,  die  wir  zur  X-Achse  eines  gewöhnlichen  Cartesi- 
schen  Achsenkreuzes  nehmen  wollen.  Ein  komplexer  eigentlicher 
Punkt  der  Geraden  ist  durch  seine  Abszisse  x  =  i, -\- ii,' -)  gegeben  und 
wir  können  uns  sein  reelles  Bild  in  der  Gaußschen  Plbene,  nennen 
wir  es  Xq,  in  bekannter  Weise  zeichnen.  Aus  dieser  Abbildung  ersieht 
man,  daß  die  Mannigfaltigkeit  der  komplexen  Punkte  einer  Geraden 
als  zweifach  ausgedehnt  bezeichnet  werden  muß,  wenn  man  die  Mannig- 
faltigkeit der  reellen  Punkte  einer  reellen  Geraden  (oder  die  Mannig- 
faltigkeit der  reellen  Zahlen)  einfach  ausgedehnt  nennt.  fWir  sprechen 
von  oo-  komplexen  Punkten  irgend  einer  Geraden  und  von  oo^  reellen 
Punkten  einer  reellen  Geraden.) 

Versucht  man  jetzt  diese  Abbildung  zu  einer  Abbildung  der  kom- 
plexen Punkte  einer  reellen  Ebene  zu  verallgemeinern,  indem  man  die 
reellen  und  die  vom  Faktor  i  befreiten  rein  -  imaginären  Teile  der 
beiden  Koordinaten  getrennt  als  rechtwinklige  Koordinaten  des  Bild- 
punktes ansieht,  so  tritt  sofort  eine  Unbequemlichkeit  auf:  Man  muß 
einen  Raum  von  vier  Dimensionen,  also  ein  nicht  mehr  „anschau- 
liches" Gebilde  zu  Hilfe  nehmen.  Dem  kann  man  nun  dadurch  aus- 
weichen, daß  man  schon  den  imaginären  Punkten  der  reellen  Geraden 
X  Figuren  zuordnet,  die  auf  X  selbst  gelegen  sind;  und  das  eben  ist 
der  Gedanke  Standts.  Wir  legen  durch  den  Punkt  x^  und  den  zur 
X-Achse  symmetrischen  Punkt  .r^,  der  das  Gaußsche  Bild  des  zu 
:/■  konjugiert  -  imaginären  Punktes  x  =  ^  —  i!E,'  ist,  Kreise.  Diese 
schneiden  auf  X  Punktepaare  einer  elliptischen  Involution  aus,  deren 
imaginäre  Doppelpunkte  x  und  x  sind.  Geben  wir  umgekehrt  die 
Involution,  etwa  durch  zwei  Paare  (natürlich  reeller)  zugeordneter 
Punkte,  so  sind  dadurch  die  Bildpunkte  x^  und  Xq  als  Schnittpunkte 
von  zwei  Kreisen  bestimmt,  nur  weiß  man  nicht,  welcher  von  ihnen 
dem   imaginären  Punkte  x    und   welcher    dem    Punkte    x    entspricht. 


1)  Siehe  auch  Lüroth,  Math.  Aun.  Bd.  8  (1875),  S.  145—214. 

2)  h,  und  t,'  werden  als  reell  angenommen. 
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Diese  Unbestimmtheit  aber  kann  man  beseitigen:  Außer  der  Involution 
gibt  man  auf  der  Geraden  X  noch  einen  Umlaufsinn,  der  dem  Punkte 
X  zugeordnet  wird,  während  dem  Punkte  x  der  entgegengesetzte  Um- 
laufsinn entsprechen  soll.  Man  setzt  etwa  fest,  daß  das  Bild  Xq  des 
Punktes  x  zu  linker  Hand  erscheinen  soll,  wenn  man  auf  X  stehend 
in  der  durch  den  angenommenen  Umlaufsinn  gegebenen  Richtung  blickt. 

Süd  eines  imaginären  Punlies  x  auf  der  Geraden  X  ist  also  jetzt 
(nicht  mehr  der  Punkt  x^,  sondern)  eine  elliptische  Involution  auf  der 
Geraden  X  samt  einem  Umlaufsinn  dieser  Geraden.  Aber  auch  einem 
reellen  Punkt  x'  auf  der  Geraden  X  kann  man  eine  Figur  verwandter 
Art  zuordnen,  nämlich  eine  zuweilen  sogenannte  ausgeartete  Involution, 
die  Figur  aller  Punktepaare  auf  ic,  deren  einer  Punkt  mit  x'  zusam- 
menfällt. Läßt  man  den  Punkt  x  zuerst  imaginär  sein,  und  läßt  man 
ihn  dann  reell  (=  x')  werden,  so  sieht  man,  daß  die  Punktepaare  der 
elliptischen  Involution  übergehen  in  die  Punktepaare  der  ausgearteten 
Involution,  daß  ferner  die  beiden  Doppelpunkte  x  und  x  der  ellipti- 
schen Involution  in  der  Grenze  zusammenfallen  und  in  den  reellen 
Punkt  x'  übergehen.  Die  durch  den  Umlaufsinn  ausgedrückte  Unter- 
scheidung zwischen  dem  Punkte  x  (oder  dem  Unis  gelegenen  Punkte 
Xq)  und  dem  Punkte  x  (oder  dem  rechts  gelegenen  Punkte  Xq)  wird 
also  im  GrenzfaU  x  =  x  =  x'  gegenstandslos.  Daher  ist  es  sachgemäß 
zu  erMären,  daß  das  Bild  eines  reellen  PunJdes  x  auf  der  Geraden  X 
die  zugeordnete  ausgeartete  Involution,  oder  einfacher  noch  der  Punli  x 
selbst  sein  soll. 

Die  Definition,  die  man  wirklich  annimmt,  ist  die  zweite.  Die 
erste  würde  zu  einer  Menge  unnötiger  Verwickelungen  führen;  mart 
würde  sich  unter  anderem  dann  gezwungen  sehen,  eine  ganz  neue 
Terminologie  zu  erfinden. 

Alles  das  Gesagte  bezieht  sich  zunächst  auf  Punkte  der  eigent- 
lichen Geraden,  die  wir  mit  X  bezeichnet  hatten.  Es  ist  aber  klar, 
daß  für  jede  reelle  eigentliche  Gerade  dasselbe  gilt,  und  ebenso  sieht 
man  ohne  weiteres,  daß  die  uneigentliche  Gerade  in  gleicher  Weise 
behandelt  werden  kann;  man  braucht  sie  ja  nur  auf  irgendeine  eigent- 
liche Gerade  reell-projektiv  zu  beziehen.  Das  Ergebnis  der  ganzen 
Überlegung  ist  also  schließlich  dieses: 

Jedem  komplexen  Punkt  einer  reellen  Ebene  läßt  sich  eine  in 
dieser  Ebene  selbst  gelegene  reelle  Figur  als  sein  Bild  eindeutig -um- 
kehrbar zuordnen.  Und  zwar  ist  jeder  reelle  Punkt  der  Ebene  sein 
eigenes  Bild;  jeder  imaginäre  Punkt  aber  hat  zum  Bilde  eine  Figur, 
die  besteht  aus  einem  Umlauf  sinn  der  den  Punkt  enthaltenden  reellen 
Geraden,  und  aus  einer  elliptischen  Involution  auf  eben  dieser  Geraden. 

In  gleicher  Weise  kann  man  auch  jeder  komplexen  Geraden  ein 
reelles  Bild  zuordnen,  nämlich  jeder  reellen  Geraden  diese  Gerade 
selbst,   und  jeder   imaginären  Geraden   eine  elliptische  Involution  mit 
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Umlaufsinu,  bestehend  aus  einer  involutorischen  Paarung-  der  reellen 
Geraden  eines  reellen  Punktes;  wie  wohl  nicht  noch  besonders  aus- 
einandergesetzt zu  werden  braucht. 

Diese  Gedanken  also  hat,  mit  tieferer  Begründung,  als  wir  sie 
hier  vortragen  können,  Staudt  ausgeführt. 

Die  sogenannte  Darstellung  der  imaginären  Punkte  nach  Staudt 
erfüllt  aber  noch  eine  weitere  Forderung,  und  hierauf  erst  beruht 
ihre  Brauchbarkeit  in  der  (projektiven)  Geometrie:  Sie  ist  unabhängig 
von  der  Lage  des  benutzten  Koordinatensystems.  Genauer:  Das  reelle 
Ständische  Bild  eines  imaginären  Punktes  ist  mit  diesem  gegenüber 
reellen  Kollineationen  invariant  verbunden,  oder  anders  ausgedrückt, 
die  Ständische  Abbildung  ist  mit  jeder  reellen  Kollineation  vertauscJtbar : 
Es  ist  gleichgültig,  ob  man  z.  B.  einen  imaginären  Punkt  zuerst  reell 
„darstellt"  und  dann  auf  sein  Bild  eine  reelle  Kollineation  ausübt, 
oder  ob  mau  zuerst  auf  den  imaginären  Punkt  die  reelle  Kollineation 
ausübt  und  dann  das  Bild  des  transformierten  Punktes  sucht.^) 

Es  ist  jetzt  möglich,  die  einfachsten  Aufgaben  über  imaginäre 
Elemente  Ixonstruldiv  zu  lösen.  Wir  wollen  hier  die  Lösung  der 
nächstliegenden  Aufgabe  dem  Grundgedanken  nach  skizzieren.  Es 
soll  die  gerade  Verbindungslinie  zweier  imaginärer  Punkte  gefunden, 
d.  h.,  es  soll  das  Bild  der  Verbindungslinie  aus  den  Bildern  der 
beiden  Punkte  konstruiert  werden.  Um  überhaupt  ein  Problem  zu 
haben,  müssen  wir  dann  natürlich  annehmen,  daß  die  gegebenen  Punkte 
nicht  derselben  reellen  Geraden  angehören.  Gegeben  seien  also  zwei  ver- 
schiedene  reelle  gerade  Linien  G  und  G',  und  auf  jeder  sei  weiter 
gegeben  eine  elliptische  Involution  und  ein  Umlaufsinn;  gesucht 
wird  ein  reeWer  Punkt  a,  aus  dem  die  Livolutionen  auf  G  und  G' 
durch  dieselbe  Strahleninvolution  projiziert  werden  und  der  außerdem 
so  gelegen  ist,  daß  von  ihm  aus  der  Umlaufssinn  von  G  in  den  Um- 
laufsinn von  G'  projiziert  wird,  a  ist  dann  der  reelle  Punkt  der 
gesuchten  imaginären  Verbindungsgeraden,  und  diese  ist  durch  die 
Involution  in  a  und  durch  den  auf  doppelte  Weise  durch  Projektion 
erhaltenen  Umlaufsinn  um  a  „reell  dargestellt". 

Wir  suchen  zunächst  auf  G  den  Punkt  7,  der  dem  Schnittpunkt 
p  von  G  und  G'  in  der  gegebenen  Involution  zugeordnet  ist.  Der 
Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  analog  erklärten  Punkte  q 
auf  G'  muß  a  jedenfalls  angehören.  Dann  gibt  es  auf  G  ein  Paar 
reeller  Punkte  r,  s,  das  der  gegebenen  Involution  augehört  und  das 
Paar  p,  q  harmonisch    trennt.     Die    entsprechend   gefundenen  Punkte 


1)  Wir  denken  uns  hier  die  reelle  Kollineation  natürlich  analytisch  definiert 
durch  drei  lineare  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  und  nicht  verschwin- 
dender Determinante.  Auf  den  (übrigens  leichten)  Beweis  für  die  Behauptungen 
im  Texte  verzichten  wir,  da  wir  diese  ganze  Darstellung  des  Imaginären  später 
nicht  mehr  benutzen  werden. 
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auf  G'  nennen  wir  r  und  s.  Die  Verbindungslinien  rr  und  ss  und 
ebenso  die  Geraden  rs  und  r's  schneiden  sich  auf  qq.  Einer  dieser 
Schnittpunkte  ist  dann  der  gesuchte  Punkt  a. 

An  dieser  Lösung  ist  zu  beanstanden,  daß  bei  der  Behandlung 
einer  Aufgabe,  die  gewiß  nur  lineare  Konstruktionen  nötig  macht,  qua- 
dratische Konstruktionen  verwendet  werden-  Durch  solche  nämlich 
sind  die  Punkte  r,  s  und  r,  s'  gefanden  worden.  Xun  läßt  sich 
allerdings  dieser  Übelstand  durch  eine  Abänderung;  der  Konstruktion 
vermeiden.^)  Daß  aber  damit  ein  Gewinn  an  Einfachheit  und  Über- 
sicht verbunden  wäre,  läßt  sich  nicht  behaupten. 

Jedenfalls  sieht  man  an  unserem  Beispiel,  ein  wie  schwerfälliger 
Apparat  in  Tätigkeit  gesetzt  werden  muß,  um  auch  nur  die  einfachste 
Aufgabe  über  Lagenbeziehungen  zu  lösen.  Völlig  unübersichtlich  ist 
aber  das  geometrische  Gebilde,  das  die  Staudtsche  Abbildung  den 
oo^  komplexen  Punkten  einer  analytischen  Kurve  zuordnet,  wenn 
diese  Kurve  keine  Gerade  und  auch  kein  Kegelschnitt  mit  reellem 
Polarsystem  ist. 

Wird  man  in  dieser  Richtung  wohl  nicht  viel  weiterkommen, 
ohne  den  Dingen  Gewalt  anzutun,  nämlich  ohne  Einfaches  durch  Ver- 
wickeltes zu  ersetzen,  so  mag  doch  der  Gedanke  Sfaudts  einer  anders- 
gearteten Weiterbildung  fähig  sein.  Die  projektive  Geometrie  ist 
nicht  die  Geometrie  schlechthin.  Tritt  man  aber  aus  diesem  Ge- 
dankenkreis heraus,  so  fällt  der  Anlaß  weg,  zur  Darstellung  des 
Imaofinären  so  unübersichtliche  Fig-ureu  zu  benutzen,  wie  Staudt  und 
seine  Nachfolger  sie  allerdings  nötig  hatten.  Außerdem  liegt  auch 
kein  zwingender  Grund  vor,  den  Koordinatenapparat  zur  Seite  zu 
schieben.  Verschmäht  man  aber  nicht  die  Hilfsmittel  der  Analysis, 
ohne  die  man  ja  ohnehin  in  einen  engen  Zirkel  gebannt  bleibt,  so 
kann  man  den  Staudtschen  Gedanken  umkehren.  Gewisse  Lehrsätze 
aus  der  reellen  Geometrie  werden  sich  in  die  Sprache  der  Geometrie 
des  komplexen  Gebiets  übersetzen  lassen:  unter  geeigneten  Umständen 
wird  man  hoffen  dürfen,  auf  diese  Weise  eine  Vereinfachung  des  ana- 
lytischen Apparats  zu  bewirken,  und  mit  solchen  Hilfsmitteln  zu 
Resultaten  zu  kommen,  die  nicht  so  leicht  zu  linden  oder  nicht  so 
kurz  zu  beweisen  sein  werden,  wenn  man  nur  die  in  Lehrbüchern 
der  analytischen  Geometrie  üblichen  Methoden  verwenden  will. 

Die  Figur,  die  wir  zunächst  im  Auge  haben,  und  der  wir  einen 
Punkt  des  komplexen  Gebietes  zuordnen  wollen,  ist  eine  der  einfach- 
sten in  der  Geometrie,  nämlich  das  geordnete  Paar  reeller  Piinlie. 
Aus  solchen  Punktepaaren  setzen  sich  inhaltsreichere  Figuren  zu- 
sammen, die  man  als  Abbildungen  oder  Transformationen,  genauer 
Punkttransformationen    zu   bezeichnen   pllegt.     Eine   (^reelle)  Ahnlich- 


1;  Jos.  Grünwald,  Zeitschrift  für  Mathematik.  Bd.  4.5  (1900),  S.  10—22. 
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keitstransformation  in  einer  (reellen)  Ebene  zum  Beispiel  ordnet 
jedem  Punkt  der  Ebene  einen  anderen  Punkt  zu,  kann  also  angesehen 
werden  als  ein  Inbegriff  geordneter  Punktepaare.  Wir  wollen  nun 
zeigen,  daß  in  den  Eigenschaften  gewisser  FmiMtransformntionen  —  der 
imeigenflich-lconformen,  und  spezieller  flüchentreuer  Transfortnationen  — 
sich  Eigenschaften  von  Ortern  komplexer  Funkte  iviederspiegeln,  nämlich, 
von  wenigen  Ausnahmefällen  abgesehen,  die  Eigenschaften  der  analy- 
tischen Kurven. 

§  1- 
Komplexe  Piiukte  in  der  Ebene.    Der  SchWenknn^sprozeß. 

Wir  wollen  jetzt  versuchen,  eine  möglichst  einfache  reelle  Ab- 
bildung der  komplexen  eigentlichen  Punkte  einer  reellen  Ebene  zu 
finden,  die  nicht  gerade  auf  die  projektive  Geometrie  zugeschnitten, 
aber  wenigstens  für  die  Euklidische  Geometrie  brauchbar  ist.  Da 
ein  komplexer  Punkt  von  vier  reellen  Konstanten  abhängt,  so  muß 
bei  gegenseitig-eindeutiger  Zuordnung  die  ihn  vertretende  Figur  eben- 
falls von  vier  Konstanten  abhängen.  Die  nächstliegende  Figur  dieser 
Art  aber  ist  das  Paar  reeller  Punkte.  Von  unserem  reellen  Bilde 
werden  wir  indessen  weiter  noch  verlangen  müssen,  daß  es  tmahhängig 
von  der  Willkür  des  Koordinatensystems,  also  mit  dem  dargestellten 
komplexen  Funkte  gegenüber  reellen  Bewegungen  invariant  verbunden  sei: 
Denn  dies  ist  eine  notwendisje  Vorbedinpuno-  zur  Erfüllunor  der 
Forderung,  daß  die  zu  suchende  Abbildung  für  die  Euklidische  Geo- 
metrie brauchbar  sein  soll. 

Hierin  liegt  schon,  daß  die  zu  suchende  Abbilduns;  auch  die 
weitere  Eigenschaft  haben  muß,  daß  das  Bild  eines  reellen  Punktes 
mit  diesem  selbst  zusammenfällt.  Führt  man  nämlich  irgendeine 
reelle  Bewegung  aus,  bei  der  der  reelle  Punkt  in  Ruhe  bleibt,  also 
irgendeine  reelle  Drehung  um  diesen  Punkt,  so  muß  bei  dieser 
Drehung  auch  das  Paar  reeller  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  das  wir  als 
Bild  des  reellen  Punktes  benutzen  wollen.  Es  gibt  aber  nur  ein 
einziges  solches  Punktepaar,  das  Punktepaar  nämlich,  dessen  beide 
Punkte  mit  dem  darzustellenden  Punkte  selbst  zusammenfallen.  Daher 
wird  nur  die  Abbildung  imaginärer  Punkte  etwas  wirklich  Neues 
liefern  können  —  es  Avird  also  weiterhin  vorzugsweise  von  solchen 
die  Rede  sein,  und  zwar,  nach  dem  Gesagten,  von  eigentlichen  imagi- 
nären Punkten,  nämlich  von  solchen,  die  im  Endlichen  liegen  und 
von  deren  Cartesischen  Koordinaten  mindestens  eine  imaginär  ist. 

Daß  hiermit  ein  vernünftiges  Problem  gestellt  ist,  zeigt  man  am 
besten  dadurch,  daß  man  es  löst.  Es  würde  keine  Schwierigkeiten 
haben,  alle  möglichen  Lösungen  anzugeben.  Wir  werden  uns  jedoch 
auf    die    Betrachtung    zweier    spezieller    Lösungen    beschränken,    die 
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unter  allen  durch  besondere  Einfachheit  ihrer  Eigenschaften  den 
Vorzug  zu  verdienen  scheinen. 

Es  seien  ^  und  j;  rechtwinklige,  auf  ein  reelles  Achsensystem  be- 
zogene Cartesische  Koordinaten  eines  komplexen  eigentlichen  Punktes. 
Durch  diesen  Punkt  f|,  r])  gehen  zwei  sogenannte  JlininiaJgeraden 
hindurch,  d.  h.  gerade  Linien,  die  einen  der  absoluten  Punkte  unserer 
Ebene  enthalten.^)  Wir  wollen  die  beiden  Parallelbüschel  Ton  Minimal- 
geraden  dadurch  unterscheiden,  daß  wir  von  Jini;  seit  igen  und  recld- 
seitigen  Minimalgeraden  reden: 

(links)      ^*  —  i  i/*  =  const. 
(rechts)    ^*  -p  i»/*  =  const. 

Auf  den  beiden  Minimalgeraden  durch  (|,  ?/)  suchen  wir  die  reellen 
Punkte  (x,  y)  und  [ii,  v)  auf,  indem  Avir  die  folgenden  linearen  Glei- 
chungen lösen  ^): 

{x-  I )  -i{y-  n)  =  0,      {u  -  I)  +  i(v  -  Tj)  =  0, 

^  ^         (^  - 1)  +  %  -h)  =  o,    (>  - 1)  -  i{ü  -n)  =  o. 

(x,  y)  ist  also  der  Schnittpunkt  der  linkseitigen  Minimalgeraden  durch 
(I,  ri)  mit  der  rechtseitigen  Minimalgeraden  durch  den  komplex -kon- 
jugierten Punkt  (I,  T^),  und  {u,  r)  ist  der  Schnittpunkt  der  recht- 
seitigen Minimalgeraden  durch  (^,t;)  mit  der  linkseitigen  durch  (^,  >;)- 
Wir  finden 


(2) 


•^  ~"       2       "^      2i     '        "  ~       2  -21     ' 

^  2  2t     '  2       ^      2i 


1)  Die  „absoluten  Punkte"  sind  dieselben,  die  von  einigen  „uneigentliche 
Kreispunkte"  oder  ,, unendlich  ferne  Kreispunkte"  genannt  werden.  Gegen  die 
letzte  Ausdrucksweise  ist  einzuwenden,  daß  sie  aus  falschen  Torstellungen  ent- 
standen ist  und  solche  suggeriert.  Diese  beiden  Punkte  sind  keineswegs  schlecht- 
hin unendlich  fern.  Vielmehr  haben  sie  von  einem  im  Endlichen  gelegenen 
Punkte  überhaupt  keine  bestimmte  Entfernung.  Der  Ausdruck  „unendlich  ferne 
Gerade"  scheint  uns,  in  der  Geometrie  des  komplexen  Gebiets,  ebenfalls  nicht 
einwandsfrei  zu  sein. 

Wir  geben  ,, absolutes  Punktepaar"  und  „absolute  Punkte"  als  Übersetzung 
des   Cayleij&chQn  ,.ne  absolute''.     Analog  im  Räume   „Absoluter  Kegelschnitt". 

Auch  das  Wort  Minimalgerade  ist  nicht  unbedenklich,  aber  bei  uns  aus- 
schließlich  in  Gebrauch.     Besser  ist  droite  isotrope  französischer  Mathematiker. 

Es  sei  daran  erinnert,  daß  die  Minimalgeraden  die  sind,  auf  denen  je  zwei 
eigentliche  Punkte  die  Entfernung  Null  haben,  und  daß  sie  dieselben  (imagi- 
nären) Geraden  sind,  deren  Gleichungen  nicht  auf  die  sogenannte  Xormalform 
gebracht  werden  können. 

2)  I  dient,  wie  üblich,  zur  Bezeichnung  der  zu  ^  konjugiert-komplexea 
Größe.  —  Lies  „l-gwe/-".     Die  Gleichung  |  =  |  drückt  aus,  daß  |  reell  ist. 
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und  umgekehrt 

2^  =  (n  +  x)  +  i{v-y), 

27]  =  {v  -\-  y)  —  /(«  —  x) . 

Besonders    übersichtlich    wird    derselbe    Zusammenhang    ausgedrückt 
durch  die  Formehi 

X  —  iii  =  I  —  /« , 

(4) 

«  +  iv  =  i,  ~\-  11] . 

Fassen  wir   x  und  y   und  ebenso    u  und  v   zu   komplexen  Größen  zu- 
sammen: 

.  z  =  x  +  iy  =  l  +  iYt, 

w  =  u  -\-  iv  =  i,  -\-  ir] , 
so  folgt 

(6)  ^==— 2       '        ^  =  -^r- 

TFiV  /m&ew  jet^t  die  Gesamtheit  der  eigentlichen  Jcomplexen  Punkte 
unserer  Ebene  auf  die  Gesamtheit  der  geordneten  Paare  reeller  eigent- 
licher PunTcte  {z)   und  {iv)  ausnahmslos  umkehrbar -eindeutig  abgebildet. 

Da  jede  Bewegung  jedes  der  beiden  Büschel  von  Minimalgeraden 
in  Ruhe  laßt  und  eine  re3lle  Bewegung  dem  reellen  Punkte  einer 
imaginären  Geraden  den  reallen  Punkt  der  entsprechenden  Geraden 
zuorduet,  so  ist  diese  Abbildung  sicher  gegenüber  reellen  Bewegungen 
invariant. 

Wir  nennen  das  Paar  {2)  — >•  (tv)  geordneter  reeller  Punkte  das 
erste  Bild  des  komplexen  Punktes  (|,  7^).\) 

Fällt  der  Anfangspunkt  {/)  dieser  Bildfigur  mit  ihrem  Endpunkt 
{lü)  zusammen,  so  ist  der  zugehörige  Punkt  [^,  t])  reell  und  mit 
dem  Punkte  (/)  oder  (?(•)  identisch;  ebenso  gilt  das  Umgekehrte. 

Der  Zusammenhang  unserer  Abbildung  mit  der  Staadtschen  Dar- 
stellung derselben  imaginären  Punkte  ist  unschwer  zu  ermitteln.  Wir 
wollen  annehmen,  daß  dem  Punkte  ^  ==  i,  r]  =  0  nach  Staudt  auf 
der  Geraden  y  =  0  außer  der  Involution  xx*  +1=0  der  positive  Um- 
laufsinn dieser  Geraden  —  die  Richtung  wachsender  Werte  der 
Abszisse  x  oder  x*  —  zugeordnet  sei.  Nun  sind  (s)  und  {/v)  für 
einen  imaginären  eigentlichen  Punkt  (|,  r])  allgemein  die  beiden  Punkte, 
von  denen  aus  die  zu  (|,  t])  gehörige  Staudtsche  Involution  durch 
rechtwinklige  Strahleninvolutionen  projiziert  wird;  der  ebenfalls  zu- 
gehörige  Umlaufsinn    der    reellen   Geraden    durch   (|,  rj)   aber   liefert, 


I 


1)  Diese  Darstellung  imaginärer  Punkte  ist  anscheinend  zuerst  von  Laguerre 
angegeben   worden.     Siehe  Oeuvres   de  Laguerre,   t.  II,   Paris  1905,   \jp.  88 — 108. 
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von  {z)  aus  betrachtet,  den  üblicherweise  so  genannten  negativen, 
von  (iv)  aus  gesehen  den  positiven  Drehungssinn  im  entsprechenden 
Büschel  gerader  Linien  (siehe 
Figur  1).  Man  hat  im  Beispiel 
z  =  —  i,  iv  =  i\  x  =  0,  ?/  =  —!; 
u  =  0,  V  =  l. 

Neben  der  erklärten  „ersten" 
Bildfigur  betrachten  wir  noch 
eine  andere  Zuordnung  der 
imaginären  eigentlichen  Punkte 
(5,  ri)  zu  reellen  Punktepaaren. 
Wir  ordnen  jetzt  jedem  eigent- 
lichen imaginären  Punkte  (^,  tj )  '^^^  "^  Pig  ^ 
ein     Paar     geordneter    reeller 

Punkte  (X,  Y),  (U,  V)  zu,  die  auf  der  reellen  Verbindungslinie  der 
konjugiert-imaginären  Punkte  (|,  rj)  und  (f,  ij)  liegen,  dieselbe  Mitte 
haben  wie  diese,  und  deren  Abstand  sich  von  dem  rein-imaginären  Ab- 
stände 1^(^— i)^  +  (>?— ^/)^  der  konjugiert-imaginären  Punkte  um  eine 
primitive  vierte  Einheitswurzel  unterscheidet.^) 

1)  Dieser  Gedanke  ist  ebenfalls  nicht  neu,  und  es  müßte  merkwürdig  zu- 
gehen, wenn  sich  nicht  finden  sollte,  daß  er  schon  ziemlich  oft  aufgetaucht  ist. 
Sicher  läßt  er  sich  bis  ins  Jahr  1853  zurückverfolgen;  er  ist  also  noch  älter 
als  die  Staudtsche  Darstellung  des  Imaginären,  die  1856  veröffentlicht  worden 
ist,  und  viel  älter  als  die  Ideen  Laguerres,  dessen  Abhandlungen  über  die  Theorie 
des  Imaginären  das  Datum  1870  tragen.  Aber  die  Arbeiten  von  Paulus,  in 
denen  sich  dieser  Ansatz  findet  (Arch.  f.  Mathematik  Bd.  21,  1853  und  22,  1854) 
scheinen  beinahe  ganz  unbekannt  geblieben  zu  sein.  Der  Verfasser  hat  erst 
während  des  Druckes  durch  einen  Artikel  des  Herrn  Schönfließ  Kenntnis  davon 
erhalten  (Enzyklopädie  III  AB  6,  Projektive  Geometrie,  S.  455).  Ferner  hat  sich 
ein  verdienter  französischer  Ingenieur,  A.  Jlouchot,  bereits  seit  18(55  mit  dem 
gleichen  Gedanken  beschäftigt.  Er  sah  darin  die  natürliche  Weiterentwickelung 
der  Ideen  von  Descartes  und  hat  zwei  Werke  darüber  geschrieben,  die  ihm 
aber,  zufolge  gewisser  Unklarheiten  und  Übertreibungen,  nicht  viel  Anerkennung 
eingetragen  haben.  (Referate:  Bulletin  des  Sciences  Mathematiques,  1877,  p.  272; 
18'J2,  p.  237.  Fortschritte  der  Mathematik,  1892,  S.  498).  Nicht  viel  besser 
scheint  es  G.  Tarn/  ergangen  zu  sein,  der  seit  1887  sich  mit  dem  gleichen 
Gegenstande  beschäftigt  hat.  Seine  in  den  schwer  zugänglichen  Publikationen 
der  Association  fran^aise  pour  l'avancement  des  Sciences  verstreuten  Arbeiten 
haben  manches  Gemeinsame  mit  der  vorliegenden  Untersuchung.  Tarry  ist  an- 
scheinend über  elementare  Anwendungen  nicht  viel  hinausgegangen,  er  setzt 
aber  z.  B.  vollständig  den  Zusammenhang  auseinander,  der  seine  Abbildung 
imaginärer  Punkte  mit  der  von  Laguerre  verbindet  iFigur  des  Quadrates  z ,  Z , 
w,  TF).  AVir  verAveisen  auf  Referate,  die  in  den  Fortschritten  der  Mathematik 
erschienen  sind,  ohne  uns  jedoch  die  in  einigen  von  ihnen  geübte  Kritik  zu 
eigen  zu  machen  (Jahrgang  1889,  S.  527;  1890,  S.  544;  1891,  S.  537;  1893,  S.  868; 
1895,  S.  539). 

Jedenfalls  gebührt  für  einen  nicht  unbedeutenden  Teil  des  hier  Vorge- 
tragenen die  Priorität  den  genannten  Mathematikern,  oder  anderen,  die  uns  un- 
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Wir  setzen,  unter  Vermeidung  jeder  Mehrdeutigkeit 


X  = 

r  = 


oder 


(7) 


2 

2 

x  = 
r= 

u=. 
v= 


2      J 


'H — T-) 


u=^^^-\-i\i 


F  = 


7J-[-JJ 

2 


2 

n-\-n 


(l-^)|  +  (l  +  OI 


(l-0rj  +  (l  +  i)7i 


(l  +  i)l  +  (l-t-)l 


l  +  i 

7]  4-  «■  JJ 


1  — i 


1  +  t 


1  — t 

I  +  'l 


{lJ^t)n  +  {l-i)ri 


1  —  i 

7]  17] 


1  +  t       ' 

7]  +  irj 


2  1  — t 

Hieraus  folgt  umgekehrt 


(8) 


1  +  t 


X  —  iU 


V 


{l-^)V-\-il-\-^)Y 


l  +  i 
V-\-iY 


T—iV 
i 


2  i_^t  1 

Wir  führen  auch  hier  komplexe  Verbindungen  ein 

z=x  +  ir, 

1F=  f/  +  *F, 

und    nennen    das    geordnete    Paar   (Zj  — >  ( TF)    reeller    Punkte    das 
zweite  Bild  des  komplexen  Punktes  (|,  tj). 

Zwischen  den  beiden  Bildern  besteht  ein  einfacher  Zusammen- 
hang, der  wohl  am  übersichtlichsten  durch  die  folgenden  Formeln 
wiedergegeben  wird: 

Tt^  +  Z  _  ?r_+f 
~  ~2~ ' 


(9) 


2 
W—Z 


=  « 


Daraus  ersieht  man,  daß  die  Strecke  ZW  aus  der  Strecke  zw  dadurch 
hervorgeht,   daß  man   diese   um  ihren  Mittelpunkt  im  positiven  Sinne 

bekannt  geblieben  sind.  Geht  es  uns  nicht  ebenso,  wie  unseren  Vorgängern,  so 
mögen  vielleicht  die  ICntwickluugen  des  Textes,  die  übrigens  unabhängig  von 
jenen  älteren  Arbeiten  entstanden  sind,  dazu  beitragen,  sie  wieder  ans  Licht  zu 
ziehen.  Neu  ist  jedoch  vermutlich  das,  worauf  es  uns  ankommt,  nämlich  die 
Anwendung  des  besprochenen  Gedankens  auf  die  Theorie  gewisser  fU'chentreuer 
Transformationen.     Die  zitierten  Referate  erwähnen  nichts  der  Art. 
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durcli  den  Winkel  —  dreht. ^)  Dieser  periodische  Prozeß^  der  die  ge- 
ordneten Punktepaare  untereinander  vertauscht  und  nach  viermaliger 
Wiederholung  die  Identität  ergibt,  soll  positive  Schwenkung  des 
Puuktepaares  {s)  — y  (iv)  und  der  entgegengesetzte,  durch  dreimalige 
Wiederholung  des  ersten  entstehende  Prozeß  soll  negative  Schwenkung 
heißen.  Wo  das  Wort  Schivenlmny  ohne  Zusatz  gehraucht  wird,  ist 
die  positive  Schwenkung  gemeint.  Die  Punkte  mit  den  komplexen 
Koordinaten  z,  Z,  iv,  W  bilden  die  Ecken  eines 
Quadrates  (vgl.  Fig.  2)  und  die  angegebene  Reihen- 
folge gibt  einen  positiven  Umlauf.  Offenbar  hat 
auch  imser  zweites  Bild  (Z) — >■(  T^)  eines  imaginären 
Punktes  fl,  Tj)  eine  ganz  einfache  Beziehung  zu  der 
Staudtschen  Involution.  In  dieser  nämlich  gibt  es 
ein  einziges  Paar  zugeordneter  Punkte,  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  Mittelpunkt  der  Involution  (dem 
zugeordneten   Punkt    des    uneigentlichen   Punktes)  Fig.  2. 

zusammenfällt.  Dieses  Punktepaar  ist  identisch 
mit  dem  Paar  (Z),  (W).  Der  durch  die  Reihenfolge  Z — ^W 
bestimmte  Umlaufsinn  der  reellen  Geraden  durch  (^,  1])  ist  —  bei 
der  oben  getroffenen  Festsetzung  —  entgegengesetzt  dem  Umlaufsinn, 
der  nach  Statidt  mit  der  Involution  zu  verbinden  ist.  Im  betrach- 
teten Beispiel  t,  =  i,  rj  =  0  ergibt  sich  Z=l,    W= —  1,  also  X=  1, 

r=  0;  u^- 1,  v  =  q:  (Vgi.  Fig.  i.) 

Wir    können    die    Formeln    für    die    Schwenkung    noch    anders 
schreiben: 

(10) 


r,       1  -j-  '■        ,1  —  i  2  —  iiv  10  4-  iz 

TTr        1  —  '        1    1  -(-  * 

W=-^z  +^w  = 


oder 

(11) 


1  —  4 

z  -\-iw 

1  +  i 

Z+iW 

1+i 

Z  —  i  W 

1  —  / 

1 

+  i  ' 

i 

—  iz 

W 

—  iZ 

1 

-i  ' 

oder  endlich,  wenn  wir  die  reellen  und  imaginären  Teile  trennen, 
2  X  =      X  —  y  -{-  u  -\-  V, 

2Y=  X  -^  y  —  u  -{-  V, 
2U  =  X  -\-  y  -\-  u  —  V, 
2r= -X  +  y  +  H  +  v 


(12) 


1)  Wir  reden  von  einer  Drehung  vm  einen  Punkt  und  durch  einen  Winkel. 
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und 


(13) 


2a:  =  X+  Y-{-  U-  V, 
2y=-X+  Y+  Ui-V, 
2u^  X-Y+  U-\-  V, 
2v=      X+  Y-  U-}-  r. 


Die  Zuordnungen  (12)  und  (IB)  sind  spezielle  eigentlicli-orthogonale 
Transformationen  in  vier  Veränderlichen:  wenn  wir  diese  Veränderlichen 
als  Cartesische  Koordinaten  im  Euklidischen  vierdimensionalen  Räume 
deuten,  so  stellen  die  Formeln  eine  (sehr  spezielle)  Bewegung  dar. 
Man  kann  schließlich  die  reellen  und  die  rein  -  imaginären  Be- 
standteile  von  h,  und  y  durch  besondere  Zeichen  darstellen: 


(14)          (i = ' + '"' 

i]  =  v-\-  Iq, 
1}  =  V  —  Iq. 

Dann  ergibt  sich  unter  anderem 

(15)                            ^^      ^'^^' 

11  ^  X  —  Q, 

(16)                                   ^=        ^  +  ^' 

U  -=  l  —  u , 

y  =  V  —  Q. 

>(^,«;l) 


Zu  beachten  ist,  daß  die 
Figur  der  vier  Punkte  z,  ir,  Z,  W 
ihre  charakteristischen  Eigen- 
schaften behält,  wenn  man  sie 
sämtlich  derselben  reellen  Be- 
ivcgimg  unterwirft  —  der  dann 
auch  (I,  7j)  unterliegt  — ,  daß 
aber  ein  gleiches  nicld  statt- 
findet, wenn  man  eine  Um- 
legmig  ausführt. 

Wendet  man  die  Umlegung 
!*=§,  >j*  =  — 1]  auf  einen  ima- 
ginären Punkt  (^,  rj)  an,  so  ent- 
steht die  Bildfigur 


IV, 


w 


,*_ 


W, 


Tig.  3. 


die  wieder  im  positiven  Sinne 
umlaufen  wird  (siehe  Fig.  3), 
während  die  Ausführung  der- 
selben reellen  Umlegung  auf  die 
ursprüngliche  Bildfigur  ^,Z,?r,  TF 
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Jen   Ümlaufsinn    umkehren    und    also    gar    nicht    mehr    eine   unseren 
Erklärungen  entsprechende  Bildfigur  liefern  würde. 

Mit  Hilfe  unserer  Formeln  erkennt  man  leicht  folgende  Eigen- 
Schaft  des  Schwenkungsprozesses: 

Aus  einer  reellen'^)  eigenÜich-lrjnformen  Abbildung  s — >  ijc  geld 
durch  den  Sclncenlcungsprozcß   in   der  Begel  wieder  eine  solche   hervor. 

Man  stelle  eine  in  der  Umgehung  eines  bestimmten  Stellenpaares 
{z,  iv)  reguläre,  sonst  beliebige  eigentlich -konforme  Abbildung  da- 
durch her,  daß  man  z  und  u  als  analytische  nicht-konstante  Funktionen 
eines  komplexen  Parameters  /  ausdrückt  (in  der  Umgebung  eines  be- 
stimmten Wertes  von  f).  Die  Gleichungen  (10)  zeigen  dann,  daß  Z 
und  W  ebenfalls  analytische  Funktionen  von  t  werden.  Es  bleibt 
also  nur  noch  festzustellen,  unter  welchen  Umständen  der  Ausnahme- 
fall eintritt,  auf  den  wir  durch  Gebrauch  des  Wortes  „in  der  Regel"' 
hingewiesen  hatten:  unter  welchen  Bedingungen  nämlich  Z{t)  oder 
Tr(^)  sich  auf  eine  Konstante  reduziert.  Xehmen  wir  den  ersten  Fall 
an,  sei  also  identisch 

dZ        1  -I-  /  1  _  /     , 

oder 

lo'        d  10 
z  dz  ' 

so  ist 

K  =-  iz  -\-  constans. 

Im  zweiten  Fall  hätten  wir  erhalten 

?r  =  —  iz  -\-  constans. 

Eine  Ausncdime  vom  letzten  Satze  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die 
gegebene  eigentlich-honforme  Transformation  z  — >  w  eine  Drehung  durch 
den  Winkel  +    ~  ist.^) 


1)  Eine  Punkttransformation  heißt  reell,  wenn  sie  in  ihrem  Existenzbereich 
konjugiert-komplexen  Punkten  immer  vdeder  solche  zuordnet.  Hier  handelt  es 
sich  nur  um  Abbildungen  reeller  Punkte. 

2)  Ist  eine  sogenannte  infinitesimale  eigentlich  konforme  Abbildung 

w  =  z  +  f{z)öt 

vorgelegt,  so  erhält  man  durch  den  Schwenkung.gprozeß  aus  ihr  die  Abbildung 

W=Z^if{Z  6t. 

Die  von  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen  stehen  in  der  Beziehung,  daß  jede  Transformation  der  einen  Gruppe 
vertauschbar  ist  mit  jeder  Transformation  der  anderen.  Schreiben  wir  nämlich 
/■=  qp  _|- Z,/,^  indem  wir  unter  qp  und  t/j  reelle  Funktionen  der  reellen  Veränder- 
lichen X,  y  verstehen,  so  werden  die  Z/e sehen  Symbole  der  beiden  infinitesimalen 
Transformationen  diese: 


16  Ii   §  1-     Anwendung  auf  Kinematik. 

Ist  die  vorgelegte  Transforination  eine  reelle  Ähnlichkeitstrans- 
formation oder  ist  sie  also,  nach  einem  von  den  Herren  Heffter  und 
Köhler  vorgeschlagenen  Ausdruck  äquiform,  hier  also  eigentlich-äqui- 
form,  iv  =  az  -\-h{a  =^  i,  —  i],  so  ist  die  aus  ihr  durch  Schwenkung 
hervorgehende  Transformation  gleichfalls  eigentlich -äquiform;  es  ist 
W  =  AZ -{- B  (^=+=±0-  Bemerkt  man  noch,  daß  in  diesem  Falle 
die  Ebenen  aller  vier  komplexen  Veränderlichen  ,?,  tv,  Z  und  W  auf- 
einander eigentlich-äquiform  bezogen  sind,  so  gelangt  man  zu  einigen 
Sätzen  der  elementaren  Kinematik  (der  Kinematik  im  reellen  Gebiet), 
die  weiterhin  mit  Nutzen  verwandt  werden  können: 

Bewegen  sich  zwei  gegenüberliegende  Ecken  eines  veränderlichen 
Quadrates  mit  lionstanten  GeschwiiidigJxeiten  auf  geraden  Linien,  so  tun 
die  beiden  anderen  Ecken  dasselbe. 

Hierbei  dürfen  wir  den  Fall  als  miteingeschlossen  ansehen,  daß 
eine  der  vier  Ecken  in  Ruhe  hleibt.     Ebenso  im  folgenden  Satze: 

Bewegen  sich  zwei  gegenüberliegende  Ecken  eines  Quadrates  auf 
Kreislinien,  und  zwar  im  gleichen  Sinne  und  mit  Gescinvindigkeiten,  die 
zu  den  Madien  der  Kreise  proportional  sind,  so  tun  die  beiden  übrigen 
Ecken  dasselbe. 

Die  3IittelpunMe  der  vier  Kreise  bilden  ebenfalls  die  Ecken  eines 
Quadrates. 

Im  Hinblick  auf  das  Folgende  sind  noch  einige  Ergänzungen 
hierzu  nützlich: 

Sind  die  Bewegung.sriclitungen  zweier  gegenüberliegender  Ecken  des 
Quadrates  aufeinander  senkrecht,  so  sind  es  auch  die  Bewegungsrichtungen 
der  beiden  anderen  Ecken  (sofern  nicht  eine  von  ihnen  unbestimmt  wird). 

Sind  die  Bewegungsrichtungen  von  zwei  gegenüberliegenden  Ecken 
des  Quadrates  parallel,  so  sind  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  anderen 
Ecken  und  also  auch  die  Badien  der  zugehörigen  Kreise  einander  gleich: 
ebenso  gilt  das  Umgekehrte.  Bleibt  eine  Ecke  des  Quadrates  in  Buhe 
und  bewegt  sich  die  gegenüberliegende  Ecke  auf  einer  Geraden,  so  be- 
wegen sich  die  beiden  anderen  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  in  Ge- 
raden, die  aufeinander  senkrecht  sind,  und  umgekehrt. 

Natürlich  lassen  sich  die  letzten  Sätze  derart  verallgemeinern, 
daß    an   Stelle    des    Quadrates    ähnlich  -  veränderliche  Figuren    treten. 


dx    '       dy  ( X  dy 

Es  folgt  dann  sofort 

{AB)  =  A{BF)  —  B{AF)  =  0. 

(Vgl.  JJe  ttnd  Scheffers,  Kontinuierliche  Gruppen,  S.  437).  —  Jede  eingliedrige 
reelle  kontinuierliche  Gruppe  von  konformen  Transformationen  in  der  Ebene  ist 
in  einer  einzigen  mehr  als  eingliedrigen  Gruppe  von  vertauschbaren  Transforma- 
tionen der  Art  enthalten,  nämlich  die  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Symbol  AF 
in  der  zweigliedrigen  transitiven  Gruppe  AF,  BF.  (Der  auf  das  komplexe 
Gebiet  bezügliche  entsprechende  Satz  ist  mit  einem  Ausnahmefall  behaftetl. 
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Aber  diese  Erweiterung  scheint,  wie  so  manche  andere,  nicht  das 
Interesse  zu  haben,  das  dem  besonderen  Falle  zukommt,  da  die  ein- 
fache Beziehung  zu  den  komplexen  Punkten  (|,  tj)  verloren  geht. 

Unsere  Betrachtungen  sind  ihrer  Anlage  nach  nicht  notwendig 
auf  das  reelle  Gebiet  beschränkt  und  wir  können,  wenn  wir  wollen, 
analoge  Sätze  auch  über  komplexe  Punkte  z,  w,  Z,    W  aufstellen. 

Erwähnung  verdient  der  folgende  Fall,  der  mit  weiterhin  aus- 
zuführenden Überlegungen  in  Zusammenhang  steht:  „Bewegen  sich 
zwei  komplexe  Punkte  eines  ähnlich  -  veränderlichen  Punktfeldes  auf 
gleichartigen  Minimalgeraden,  so  gilt  dasselbe  für  jeden  anderen 
eigentlichen  Punkt  des  Feldes."  Daraus  folgt  wieder  unser  obiger 
Satz  über  reelle  eigentlich-konforme  Abbildungen,  die  ja  bekanntlich 
als  solche  reelle  analytische  Punkttransformationen  definiert  werden 
können,  die  (in  ihrem  Existenzbereich)  den  Minimalgeraden  jedes 
Büschels  wieder  Minimalgerade  desselben  Büschels  zuordnen. 

Der  Satz  über  eigenÜicli -\LO\iiorm.e  Abbildungen  hat  ein  eben- 
falls bemerkenswertes  Gegenstück,  das  wir  jedoch  weiterhin  nicht 
brauchen  werden  und  das  wir  deshalb  ohne  den  zugehörigen  Beweis 
vortragen  wollen,  der  sich  übrigens  aus  dem  Folgenden  ergeben  wird. 

Eine  analytische  Transformation,  die  reellen  Punkten  der  Ebene 
wieder  solche  zuordnet,  heißt  eigentlich-  oder  uneigentlich- fläclientreu, 
wenn  im  Gebiete  ihres  regulären  Verhaltens  entsprechend  umlaufene 
Flächenstücke  (nach  der  bekannten  Yorzeichenregel  i  gleichen  oder 
entgegengesetzt-gleichen  Inhalt  haben.  Es  gilt  nun  der  folgende  Satz, 
den  wir  später  an  Beispielen  näher  erläutern  Avollen: 

Der  Schivenkungsprozeß  läßt  aus  irgend  einer  analytischen  un- 
eigentlich-fläclientreuen  Transformation  z — yiv  entweder  eine  ebensolche 
hervorgehen  oder  eine  Ausartung  hiervon,  nämlich  eine  Schar  von  oo- 
geordneten  FunMepaaren  Z — >W,  die  auf  zwei  (nicht  notwendig  ver- 
schiedene) analytische  Kurven  verteilt  sind. 

Der  genannte  Ausnahmefall  tritt  dann  ein,  wenn  es  im  Punkt- 
felde {z)  zwei  (nicht  notwendig  verschiedene)  Scharen  von  je  cv^ 
untereinander  kongruenten  Kurven  gibt,  deren  jede  bei  einer  bestimmten 

Drehung   durch    den  Winkel    ih  —   in   die  entsprechende    Kurve    des 

Punktfeldes  («•)  übergeht.  Ist  umgekehrt  eine  Schar  von  oo^  geord- 
neten Paaren  reeUer  Punkte  z — >w  gegeben,  deren  Anfangspunkt  z 
und  Endpunkt  w  auf  je  einer  analytischen  Kurve  beweglich  ist,  so 
geht  hieraus  durch  eine  Schwenkung  im  allgemeinen  eine  in  der  an- 
gegebenen Weise  spezialisierte  flächentreue  Transformation  hervor. 
Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  beiden  gegebenen 
analytischen  Kurven  zwei  aufeinander  senkrechte  gerade  Linien  sind. 
Dann  sind  nämlich  die  Punkte  Z  und  TT"  auf  die  Winkelsymmetralen 
der  beiden  Geraden  verteilt. 


Study,  Geometrie  I. 
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Es  hat  Interesse  zu  fragen,  welches  denn  die  —  natürlich  ana- 
lytischen und  reellen  —  Transformationen  sind,  die  (in  ihrem  Existenz- 
hereich) die  Beziehungen  zwischen  komplexen  Punkten  und  ihrem  ersten 
oder  zweiten  Bild  nicht  stören.  Die  Antwort  lautet  in  beiden  Fällen 
sehr  verschieden. 

Handelt  es  sich  um  das  erste  Bild,  so  ergeben  sich  alle  reellen 
eigentlich-konformen  Abbildungen  mit  ihren  Fortsetzungen  ins  komplexe 
Gebiet  und  nur  diese. 

In  der  Tat,  soU  eine  analytische  Abhängigkeit 

deren  Funktionaldeterminante  ( .  ]  nicht  identisch  verschwindet,  be- 
stehen bleiben,  wenn  man  |,  tj,  ^*,  r^*,  durch  x,  y,  a;*,  y**  oder  durch 
u,  V,  ?^*,  r*  ersetzt,  so  folgt  daraus  nach  den  Formeln  (4),  daß  sie 
in  ihrem  Existenzbereiche  die  Minimalgeraden  eines  jeden  der  beiden 
Büschel  in  ebensolche  überführen  muß.  Die  obigen  Gleichungen 
können  also  so  geschrieben  werden 

z^  =  f,{f),  w^=f,{iv) 

oder,  da  djese  Transformation  nur  dann  reell  ist,  wenn  die  Funktionen 
/"i  und  /"g  konjugiert-komplex  sind, 

^*  =  f{z),     iv*  =  f{iv). 

f  bedeutet  hier  irgendeine  nicht  konstante  analytische  Funktion. 

Im  Falle  des  zweiten  Bildes  hängt  dagegen  die  Lösung  nicht 
von  willkürlichen  Funktionen,  sondern  nur  von  einer  endlichen  Zahl 
von  Parametern  ab.  Es  ergeben  sich  alle  reellen  affinen  Trans- 
formationen 

ry*  =  a2§  -1-  ^2^  +  ^2 
Haben  nämlich  (p  und  ip  eine  analoge  Bedeutung  wie  zuvor,  so  muß 

q^iX,  Y)  =  X* 
sein,  oder,  nach  Nr.  (7), 

Den  Querstrich  über  dem  (f  im  letzten  Gliede  kann  man  hier  auch 
weglassen,  da  cp  reell  sein  soll.  Da  aber  zwischen  |,  |,  i],  ?]  keine 
analytische  Beziehung  bestehen  kann,  so  können  wir  zur  Vereinfachung 
an  Stelle  von  |  und  7;  zwei  neue  unabhängige  Veränderliche  —  id- 
und  —  it,  einführen: 
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oder,  "wenn  man  -        ^  =  ^j,  d-  =  &^  usw.  setzt  und  nachträglich 

die  Zeiger  wieder  wegläßt, 

+  -^.^{(1-0^,  (i-oe). 


Hieraus  schließt  man  durch  partielle  Differentiation  nach  den  ver- 
schiedenen Veränderlichen,  daß  q)  eine  ganze  lineare  Funktion  sein  muß. 
Die  Beziehungen  der  komplexen  Punkte  zu  heiden  Bildern  bleiben 
also  nur  bei  den  reellen  Transformationen  erhalten,  die  zugleich  affin 
und  eigentlich-konform  sind,  also  bei  den  reellen  eigentlichen  Ahnlich- 
Iceitstransformntionen. 


§2. 

Einfaoliste  Bewegnngsinvarianten. 
Ein  Übertragungsprinzip  der  Differentialgeometrie. 

Nachdem  für  jeden  imaginären  Punkt  zwei  reelle  Bilder  gefunden 
sind,  wird  man  zu  wissen  wünschen,  wie  sich  die  einfachsten  Bewegungs- 
invarianten —  Entfernung  zweier  komplexer  Punkte  und  komplexe 
Dreiecksfläche  —  mit  Hilfe  dieser  Bilder  darstellen  lassen. 

Es  ist  hier  zweckmäßig,  einige  abkürzende  Bezeichnungen  ein- 
zuführen. Y  sei  das  Zeichen  eines  Vektors,  Vj''  bedeute  den  Vektor 
mit  dem  Anfangspunkte  2  und  dem  Endpunkte  iv.  Das  sogenannte 
innere  Produkt  zweier  Vektoren  V  und  V  bezeichnen  wir  durch 
(F|  V),  so  daß  also,  wenn  (F,  V)  der  modulo  2n  (bis  auf  Vielfache 
von  2jr)  bestimmte  Winkel  der  beiden  Vektoren  ist  und  /,  V  ihre 
absoluten  Längen  sind,  die  Gleichung  besteht 

(F|F')  =  Z-rcos(F,  F'); 

ebenso  ist  das  sogenannte  äußere  Produkt  (F-  F')  durch  die  Formel 
erklärt: 

(F-  F')  =  rrsin(F,  F'). 

Endlich  wollen  wir  die  Fläche  eines  geschlossenen  (gewöhnlichen 
oder  überschlagenenj  Polygons  auch  dem  Vorzeichen  nach  dadurch 
bezeichnen,  daß  wir  seine  Eckpunkte  in  zyklischer  Folge  in  eine 
geschweifte  Klammer  setzen. 

Es  ergeben  sich  dann  nach  einiger  Kechnung  die  folgenden 
Formeln,  zunächst  für  das  Quadrat  der  Entfernung  pp*  zweier  kom- 
plexer Punkte  p  und  p*: 


(1)     pp* 
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h('Ti'-r)-;[(rrTT)-(rf  rf)]; 

sodann  für  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  {Pi,P^,J)i> 

=       1    ^2   ^2 

1 

1  ^3  'Ja 
{Z,W,Z,W,Z,]]\\~i{[W,W,W,]-[Z,Z,Z,\\- 


'^[PxPiPz 


(2) 


2       ,:,r^  2 


Hiernach  kann  man  —  allerdiags  nur  im  Prinzip  —  alle  Sätze 
der  Elementargeometrie  des  komplexen  Gebietes,  die  von  Abständen 
und  Dreiecksflächen  handeln,  reell  deuten. 

Wir  bilden  ferner  zur  Vorbereitung  der  folgenden  Betrachtungen 
einen  gegenüber  reellen  Bewegungen  invarianten  reellen  Ausdruck, 
dessen  Verschwinden  aussagt,  daß  die  Verbindungsgerade  von  zwei 
komplexen  Punkten  (^,  ri)  und  (^*,  ■»;*)  eine  reelle  Richtung,  d.  h. 
einen  reellen  uneigentlichen  Punkt  hat: 

I  j  (I*  -  S)G*  -n)-  ii*  -  IM  -  v) ) 

(»)  =j{(c*io-(^ri'r)} 

=  (Ff  .  FD . 

Wir  wiederholen  noch  einige  von  diesen  Gleichungen,  indem  wir 
die  einzelnen  Koordinaten  sichtbar  machen.  Wir  bezeichnen  hierbei 
mit  dem  Symbol  c/?,  wie  üblich,  den  reellen  Bestandteil  einer  kom- 
plexen Größe  und  mit  Si  den  vom  Faktor  i  befreiten  rein-imaginären 
Bestandteil. 

(4)  =  (u*  —  u)  (x*  —  x)  +  (v*  —  v)  (y*  —  y) 

=  (Z7*-  U)(X*-  X)  +  (V*-  r)(Y*-  Y). 

Verschwinden   diese  Ausdrücke,   so   stehen  die  Verbindungslinien  der 
Punkte  0,  z^  und   der  Punkte  iv,  tv*   (falls   sie  beide   bestimmt   sind) 


1)   Eine  mit  dieser  Formel  äquivalente  ist  schon  von  Lacßuerre  angegeben 
worden.     Siehe  dessen  gesammelte  Werke  II,  S   97. 


Kreuzlage,  Trapezlage,  isometrische  Lage. 


21 


aufeinander  senkrecht,  und  ebenso  die  Verbindungslinien  ZZ*  und 
iriT"*.  Wir  sagen,  die  beiden  Punktepaare  z,  iv  und  2^,  iv^  und 
ebenso  die  beiden  Punktepaare  Z,  ^V  und  Z*,  TF*  haben  „Kreuz- 
lage", indem  -^-ir  die  folgende  Definition  aufstellen  (vgl.  Fig.  4  a): 

Zivei geordnete  FunMepaare  habe»  Kreuzlaye,  wenn  es  t  mindestens) 
ein  Paar  aufeinander  senkrechter  gerader  Linien  gibt,  deren  eine  die 
beiden  Anfangspunkte  und  deren  andere  die  beiden  Endpunkte  enthält. 


Wir  finden  ferner 


3    ((|*„t)3^,^^*_,^._)2J 


—  { («*  —  w)(  ?/*  —  // )  —  (>*  —  y  )('.i*  —  X)  ] 


Fig.  4  a. 


rig.  4  b. 


Fig.  4  c 


Hier  sagt  das  Verschwinden  des  Ausdrucks,  daß  die  Verbindungs- 
linien  z^  und  ^<w(*  parallel  und  die  Strecken  ZZ^',  WW"^  von 
gleicher  (absoluter)  Länge  sind.  Wir  treffen  daher  die  weiteren 
terminologischen  Festsetzungen: 

Zwei  geordnete  Punliepaare  haben  Trape^slage,  wenn  ihre  An- 
fangspunkte und  ihre  Endpunkte  durch  zwei  parallele  Gerade  ver- 
bunden werden  können.     (Fig.  4  b.) 

Sie  liegen  isometrisch ,  wenn  die  beiden  Anfangspunkte  das 
gleiche  Quadrat  der  Entfernung  haben,  wie  die  Endpunkte.    (Fig.  4  c.) 

Endlich  merken  wir  noch  folgende  Formel  an: 
1 


(6) 


f  { ri*  - 1)(^*  _  ^)  _  (I*  _  ^  ,(,,*  _  ^^ ,  j 

=  \  [  ( M*  -  uf  +  (y*  -  vf  -  ü-*  -  xf  -  (if  -  yf  ] 

=  -  {(X'*-  u)(Y^-  Y)  - (V*-  nrx*-  X)}. 


Während  das  Verschwinden  des  Ausdrucks  (5)  Trapezlage  der  Paare 
(^,  ?(-•),  (ä*,  «•*)   und    isometrische    Lage    der  Paare    (Z,  TF),  (Z*, TF*) 
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nach  eich  zieht,  folgt  umgekehrt  aus  dem  Verschwinden  von  (6)  iso- 
metrische Lage  der  Paare  {s,ic),  {z'^,  w*)  und  Trapezlage  von  (Z, IT), 

(z*,  Tr*). 

Jede  der  drei  Figuren,  für  die  wir  soeben  besondere  Namen  ein- 
geführt haben,  hängt  von  sieben  reellen  Konstanten  ab,  sieben  ist 
die  Dimensionenzahl  jeder  der  drei  Mannigfaltigkeiten  von  Doppel- 
paaren geordneter  Punkte.  Der  Leser  wird  das  leicht  bestätigen, 
wenn  er  versucht,  irgendeine  der  drei  Figuren,  unter  Erhaltung  ihrer 
Eigenschaft,  auf  allgemeinste  Weise  variieren  zu  lassen. 

Durch  die  heiden  Ahhildungen  der  komplexen  Funkte  der  Ebene 
auf  geordnete  Paare  reeller  Punkte  irerden  mithin  drei  siehendimensionale 
Mannigfaltigkeiten  von  reellen  Figuren  zu  je  zweien  in  eindeutig -um- 
kehrbare  Beziehung  gesetzt.     Es  entsprechen  sich  dabei: 


Komplexes  Gebiet. 

Erstes  Bild. 

Zweites  Bild. 

!    Zwei  komplexe  Punkte 
mit  rein-imaginärem 
Abstandsquadrat. 

Zwei  komplexe  Punkte 
mit       reellem       Ab- 
standsquadrat. 

'     Zwei  komplexe  Punkte 
mit  reeller  Richtung 
der  Verbindungslinie. 

Zwei  Punktepaare  in 
Kreuzlage. 

Zwei  Punktepaare  in 
Trapezlage. 

Zwei  isometrische 
Punktepaare. 

Zwei  Punktepaare  in 
Kreuzlage. 

■ 

Zwei  isometrische 
Punktepaare. 

Zwei  Punktepaare  in 
Trapezlage. 

Während  also  der  Schivenkungsprozeß  die  Punktepaare  in  Kreuz- 
lage untereinander  vertauscht,  führt  er  zwei  ]*aare  in  Trapezlage  immer 
in  zwei  isometrische  Paare  über  und  umgekehrt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  letzte  Eigenschaft. 

Die  Bedeutung  dieses  Satzes  liegt  zum  Teil  auf  gruppentheore- 
tischem Gebiet  (vgl.  §  14).  Doch  können  wir  sogleich  eine  nützliche 
Anwendung  von  ihm  machen,  indem  wir  den  Grenzübergang  zu  so- 
genannten benachbarten  oder  infinitesimalen  Punktepaaren  ausführen. 

Es  mögen  zwei  gegenüberliegende  Ecken  eines  veränderliclicn  Qua- 
drates reelle  Züge  anahjtischer  Kurvoi  in  der  Weise  durchlaufen,  daß 
die  Tangenten  zugeordneter  Funkte  (regulären  Verhaltens)  aufeinander 
senkrecht  steJtcn.  Dann  durchlaufen  die  beiden  anderen  Eckpunkte  in 
der  Hegel  ebenfalls  zwei  Kurvenzüge,  die  in  derselben  Art  aufeinander 
bezogen  sind. 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  auf,  wenn  die  gegebenen  Kurven 
vermöge  einer  Drehung  durch  einen  rechten  Winkel  (±  v)  ^^^  Deckung 
gebracht  werden  können. 
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Durchlaufen  zwei  gegeniiherliegende  EcJien  eines  veränderlichen 
Quadrats  zwei  isometrisch  aufeinander  abgebildete  reelle  Züge  analytischer 
Kurven,  so  durchlaufen  die  beiden  übrigen  Ecken  in  der  Hegel  zwei 
Kurvenzüge,  die  durch  Parallel ismus  entsprechender  Tangenten  aufein- 
ander bezogen  sind,  und  umgeJceJtrt. 

Der  Ausnahmefall  ist  ebenso  zu  beschreiben  wie  bei  dem  vorher- 
gebenden Lehrsatz.  Will  man  die  Umkehruiig  bilden,  so  ist  zu 
bedenken,  daß  bei  parallelen  reellen  Geraden  die  reellen  Züge  hier 
nach  einem  willkürlichen  analytischen  Gesetz  aufeinander  bezogen 
werden  können. 

Beide  Sätze,  die  sich  auch  ins  komplexe  Gebiet  verallgemeinern 
lassen,  sind  übrigens  in  nuce  bereits  in  den  speziellen  Sätzen  ent- 
halten, die  wir  in  §  1   (S.  16)  aufgestellt  hatten. 

Heben  wir  noch  hervor,  wie  die  erlangte  Einsicht  nutzbar  gemacht 
werden  kann: 

Es  mögen  zwei  analytische  Transformationen  reeller  Punkte 

(x,  y)  ->  (u,  V)  und  (X,  Y)—^{U,  V) 

durch  Schwenhung  ineinander  übergehen. 

Kennt  man  dann  bei  der  einen  die  Paare  entsprechender  Kurven,  die 

mit  Orthogonalität  ent-    unter  Parallelismus  ent-    mit   Isometrie   entspre- 
sprechender    Tangenten  [  sprechender  Tangenten    chender   Bogenelemente 

einander  analytisch  zugeordnet  sind,   so  lann  man  bei  der  anderen  die 
Kurvenpaare  angeben,  die  in  entsprechenden  Punkten 

orthogonale    Tangenten    gleichlange     Bogenele-  \  parallele  Tangenten  be- 
hahen.  mente  haben.  sitzen. 

Hier  haben  wir  also  ein  IJbertragungsprinzip  der  Differential- 
geometrie vor  uns,  mit  dessen  Hilfe  es  z.  B.  gelingen  wird,  für  gewisse 
Abbildungsarten  das  Problem  der  isometrisch,  nämlich  der  mit  Gleich- 
heit entsprechender  absoluter  Bogenlängen  zugeordneten  Paare  von 
Kurven  zu  lösen. 

Eine  andere  unmittelbar  sich  darbietende  Anwendung  ist  die 
Bestimmung  aller  Paare  algebraischer  Kurven,  die  man  algebraisch- 
isometrisch aufeinander  abbilden  kann.  Beziehen  wir  nämlich  zwei 
beliebige  krumme  algebraische  Kurven  durch  parallele  Tangenten  auf- 
einander, so  ist  diese  Beziehung  sicher  algebraisch,  und  wenn  sie  in 
mehrere  getrennte  analytische  Abhängigkeiten  zerfällt,  so  ist  jede 
davon  algebraisch.  Durch  Anwendung  des  Schwenkungsprozesses  er- 
halten wir  daher  ein  Paar  von  Kurven,  oder  deren  mehrere,  die 
wieder  algebraisch  sind  und  auch  algebraisch,  zugleich  aber  isometrisch 
aufeinander  bezogen  sind.    Da  die  Beziehung  umkehrbar  ist,  so  haben 
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wir  damit  die  Aufgabe  auf  ein  Eliminationsproblem  zurückgeführt. 
Graphisch  lassen  sich  sehr  leicht  beliebig  viele  Paare  solcher  Kurven 
(mit  reellen  ZügenJ  annähernd  bestimmen.  — 

W  ir   führen   hier   noch   zwei  Benennungen   für   Begi-iffe    ein,    die  ' 
man   in  der  komplexen  Geometrie  benötigt.     Hierbei  denken  wir  uns 
die   komplexen   eigentlichen  Punkte   der  Ebene    in  einer  schon  früher 
angegebenen   Weise  (§1    S.  14)   auf  die    reellen    eigentlichen    Punkte 
eines  vierdimensionalen  Raumes  abgebildet. 

In  diesem  Räume  kann  man  analytische  Mannigfaltigkeiten  von 
oo^,  oü-  und  oo^  reellen  Punkten  betrachten  und  Analoges  gilt  daher 
für  die  komplexe  Geometrie  der  Ebene:  Hier  nehmen  die  (im  all- 
gemeinen nicht  analytischen)  Mannigfaltigkeiten  eine  Sonderstellung 
ein,  die  jenen  drei  Arten  analytischer  Mannigfaltigkeiten  entsprechen. 
Wir  wollen  nun  eine  Mannigfaltigkeit  von  oo^  komplexen  Punkten, 
deren  Bild  im  vierdimensionalen  Räume  ein  reeller  Zug  einer  analy- 
tischen Kurve  ist,  einen  analytischen  Faden  nennen  (nach  dem  ita- 
lienischen Worte  fdo,  das  Segre  für  diesen  Begriff  eingeführt  hat)  und 
ebenso  eine  Mannigfaltigkeit  von  oo^  komplexen  Punkten,  die  sich 
auf  einen  reellen  Zug  einer  analytischen  Fläche  abbildet,  eine  ana- 
lytische 31et}ibvan  (was  eine  Übersetzung  von  teJa  sein  soll).  Mit 
dreidimensionalen  Gebilden   werden  wir  uns  nicht  beschäftigen. 

Das  hier  vorläufig  gebrauchte  Wort  „analytische  Kurve"  werden 
wir  weiterhin  noch  genauer  erklären  (§  5).  Hier  genügt  es,  zu  be- 
merken, daß  die  Figuren,  von  denen  zunächst  die  Rede  sein  wird, 
nämlich  die  Gesamtheit  aller  (komplexen,  eigentlichen)  Punkte  einer 
geraden  Linie  oder  eines  Kreises  unter  diesen  Begriff  der  analytischen 
Kurve  fallen.  Ein  Beispiel  für  einen  Faden  bietet  also  der  reeUe 
Zug  einer  reellen  Geraden,  oder  auch  ein  Kreis,  wenn  mit  diesem 
Worte  der  in  der  Geometrie  der  Alten  übliche  Begriff  verbunden 
wird.  Ein  Beispiel  für  eine  Membran  hat  man  in  der  Gesamtheit 
aller  reellen  (eigentlichen)  Punkte  der  Ebene,  oder  auch  in  der  Ge- 
samtheit aller  komplexen  (eigentlichenj  Punkte  einer  Geraden  oder 
eines  irreduziblen  Kreises. 

Natürlich  kommen  nach  der  ganzen  Anlage  unserer  Untersuchung 
nur  eigentliche  Punkte  in  Betracht:  Uneigentliche  Punkte,  und  zwar 
die  eine  sogenannte  Gerade  bildenden  uneigentlichen  Punkte  der  pro- 
jektiven Geometrie,  verwenden  wir  nur  gelegentlich,  um  mit  kurzen 
Worten  Eigenschaften  von  Figuren  beschreiben  zu  können,  die  aus 
eigentlichen  Punkten  bestehen.  Daher  kann  in  unserem  Zusammenhang 
das  Beiwort  „eigentlich"  meist  ohne  Schaden  wegbleiben. 
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§  3. 
Die  komplexen  Punkte  gerader  Linien. 

Wir  gehen  uunmebr  dazu  über,  die  beiden  reellen  Bilder  I  und 
II  der  DO-  komplexen  Punkte  einer  ebeuen  analytischen  Kurve  zu 
betrachten.  Bevor  wir  jedoch  diese  Aufgabe  in  ihrer  Allgemeinheit 
in  Angriff  nehmen,  wird  es  crut  sein,  einige  besondere  Fälle  zu  unter- 
suchen,  nämlich  gerade  Linien  und  Kreise.  Abgesehen  von  dem  be- 
sonderen Interesse,  das  die  Bilder  dieser  einfachen  Kurven  in  An- 
spruch nehmen  können,  sind  sie  auch  von  Bedeutung  für  die  allge- 
meine Theorie.  Unter  ihnen  finden  sich  nämlich  die  Fälle,  die  wegen 
ihres  vöUig  abweichenden  Verhaltens  bei  der  Behandlung  des  soge- 
nannten allgemeinen  Falles  ausgeschlossen  werden  müssen.  Andrerseits 
ist  deutlich,  daß  in  der  Regel  das  Bild  einer  analytischen  Kurve  sich 
—  wie  man  sich  ganz  zweckmäßig  auszudrücken  pflegt  — ■  „im  Infini- 
tesimalen'" ebenso  verhalten  wird,  wie  das  Bild  ihrer  Tangente  oder, 
bei  weiter  getriebener  Annäherung,  wie  das  Bild  ihres  Krümmungs- 
kreises. 

Wir  gehen  schrittweise  vor  und  betrachten  zuerst: 

A.    Die  reellen  geraden  Linien. 

Irgendeine  eigentliche  Gerade  mit  reeller  Gleichung,  etwa  ?;  =  0, 
wird  bereits  die  allgemeinen  Verhältnisse  darbieten,  da  jede  von  ihnen 
zu  jeder  reeU- kongruent  ist.  Aus  der  zweiten  Formel  (6)  und  der 
zweiten  und  vierten  Formel  (7)  des  §  1  folgt  sofort:  Soweit  eigent- 
liche Punkte  der  Geraden  und  entsprechende  Paare  von  reellen  eigent- 
lichen Punkten  in  Betracht  kommen  (§2,  Schluß)  sind  die  beiden 
BUder: 

I.  Die  Gesamtheit  der  Paare  IL  Die  Gesamtheit  der  Punkte- 
reeller Punkte  {z,  iv),  deren  Punkte  paare  (Z,  W)  auf  dem  reellen  Faden 
sich  in  der  Spiegelung  an  der  Ge-  (Zug)  der  Geraden.  (^Hier  entsteht 
raden  ?j  =  0  entsprechen;  kürzer:  also  leine  Transformation  Z — >^V 
Das  erste  Bild  ist  die  Spiegelung  in  der  Ehene?) 
an  der  Geraden. 

Das  erste  Bild  ist  also  eine  spezielle,  nämlich  involidorische  reelle 
Unilefiung,    die   hier   natürlich   nur  auf  reelle  Punkte  anzuwenden   ist. 

Wir  wollen  hier  den  analytischen  Beweis  ausführlich  bringen, 
um  später  ähnliche  Beweise  dem  Leser  überlassen  zu  können.  Wir 
setzen,  unter  6  und  r  reelle  Größen  verstehend, 

1  =  a  -\-  ix,  1]  =  0. 
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Dann  folj:^  aus  §  1,  Nr.  tl  sofort:  ic  =  J,  und  dann  aus  Nr.  9,  daß 
X  und   ^V  reell  sind.     Ausführlicher: 

X  =  6 ,     y  —  —  r ,  X  =  ö  +  T,     Y  =  0 , 

u  =  6 ,     V  =       r ,  U  =  6  —  X ,      V  =0  . 

Hiermit  hat  man  die  angeführten  Lehrsätze. 

Jetzt  betrachten  wir  nach  Anleitung  der  Formeln  in  §  2 
(Nr.  4,  5,  6,  S.  20,  21)  spezielle  Fäden  nebst  ihren  Bildern. 

1.  Auf  jeder  reellen  eigentlichen  Geraden  gibt  es  zwei  kontinuier- 
liche Scharen  von  Fäden  mit  rein  imaginärem  Quadrat  des  Bogen- 
€lementes  und  also  mit  Bogenlängen  von  der  Form  "|/+?c/?  zwischen 
zweien  ihrer  Punkte  [Gl.  (4),  S.  20 j.  Diesen  Fäden  entsprechen  in  den 
beiden  Bildern  die  folgenden  Figuren  als  Orter  von  Paaren  reeller 
Punkte: 

I.  Paare  von  Geraden  (^genauer:  IL  Je  oc*  Punktepaare  auf  der 
geraden  Fäden ),  die  sich  auf  der  j  Geraden  mit  gemeinsamem  Anfangs- 
Spiegelungsachse  schneiden  und  mit  punkt.  Je  oo^  Punktepaare  mit  ge- 

ihr    Winkel    =  +  ^    einschließen,   meinsamem  Endpunkt. 

~"  .  I 

jedes    Geradenpaar    zweimal    auf- 
tretend. 

Es  ist  nämlich  d\^ -\- dri^  =  ds^  =  {da -\- idx)'.  Hier  verlangen 
wir  dö^—  dx^=  0,  also  6  =  +  x  ■{-  const.  Wählt  man  das  obere 
Vorzeichen,  so  wird 

X  =  X  -\-  const.,  y  =  —  X-.  X  =  2x  -\-  const.,   Y  =  0 ; 

u  =  X  -{■  const.,  V  =       T ;  U  =  const.,   F  =  0 . 

Die  Paare  zugeordneter  Geraden  sind  demnach 

X  -\-  y  =  const.,     u  —  v  =  const., 

wo  beiden  Konstanten  derselbe  Wert  beizulegen  ist.  Jetzt  möge 
man  die  Konstante  irgendwie  spezialisieren,  um  alles  wesentliche 
aus  den  Formeln  ablesen  zu  können. 

Noch  ist  das  untere  Vorzeichen  zu  beachten  und  zu  setzen 
6  =  —  T  +  const .     Dies  glauben  wir  uns  ersparen  zu  dürfen. 

2.  Ferner  gibt  es  zwei  Scharen  von  Fäden  mit  reellem  Quadrat 
des  Bogenelementes  |  Gl.  (5),  S.  21]  und  folglich  reeller  oder  rein- 
imaginärer Bogenlänge.     Ihre  reellen  Bilder  sind: 

L  Die  auf  der  Spiegelungsachse  i      H.  Je  oo^  Punktepaare  mit  ge- 
senkrechten Geraden,  jede  doppelt   meinsamem    Mittelpunkte.     Je   cs^^ 
zählend.    Paare  von  symmetrischen   Puuktepaare,   die  durch  Schiebun- 
parallelen    Geraden,    wieder   jedes  gen  ineinander  übergehen. 
Paar  doppelt  zählend. 
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Hier    ist    links    überall    an    Stelle    des   Wortes    (reelle)    Gerade 
eiffentlicli    genauer    das  Wort  „reeller  Faden  der  Geraden"  zu  setzen. 
Ist  wieder  ^  =  ö  -(-  ?t,  so  wird  hier  verlangt 

äß  •  dt  =-Q . 

Dann  ist  im  Falle  d6  =  0: 

X  =  const.,     y  =  —  t]         X  =  const.  +  t,      Z=  0; 

u  =  const.,     V  =       t;  U  =  const.  —  r,      F=  0; 

woraus  man  entnimmt: 

^  (X  +  U)^  const . 
Ist  dr  =  0 ,  so  ergibt  sieb 

X  =  6,     y  =  —  const.;  X  =  6  -\-  const.,     Y  =  0-^ 

u  =  (5,     V  =  +  const.;  U  =  6  ~  const.,      F  =  0, 
und  es  ist 

—  (X  —  Z7)  =  const. 

3.  Da  die  gegebene  reelle  Gerade  natürlich  auch  eine  reelle  Richtung 
hat,  so  müssen  zwei  beliebige  Punktepaare  im  Bilde  I  isometrisch 
und  im  Bilde  II  in  Trapezlage  sein,  wie  man  sofort  bestätigt. 

B.    Imaginäre  Geraden  mit  reeller  Richtung. 

Eine  Gerade  mit  der  Gleichung  a^  +  &?/  +  c  =  0  ist  imaginär, 
wenn  die  Verhältnisse  a  :h  :  c  nicht  alle  reell  sind,  und  sie  hat  eine 
reelle  Richtung,  d.  i.  einen  reellen  uueigentlichen  Punkt,  wenn  das 
Verhältnis  a :  h  reell  ist.  Solcher  gerader  Linien  gibt  es  oo^;  das 
benutzte  reelle  Koordinatensystem  läßt  sich  in  jedem  Falle  so  wählen, 
daß  die  Gleichung  der  Geraden  rj  =  iß  wird,  wobei  ß  eine  reelle 
nicht  verschwindende  Konstante  bedeutet.  Setzt  man  %  =  6 -\- ix ,  so 
hat  man  eine  Parameterdarstellung  der  Geraden. 

Zur  geometrischen  Deutung  der  Gleichungen 

§  =  ö  +  *r,     n  =  iß  \ß  =  ß,     +0} 

brauchen  wir  nunmehr  den  allgemeinen  Begriff  der  (reellenj  Um- 
Jegung,  nachdem  wir  zuvor  im  Falle  r^  =  0  schon  eine  besondere  Art 
von  Umlegungen  benutzt  hatten.  Der  Begriff  der  Umlegung  in  der 
Ebene,  einer  Transformation,  die.  jeder  ebenen  Figur  eine  symmetrisch- 
gleiche zuordnet,  gehört  in  die  Elementargeometrie;  es  darf  ange- 
nommen werden,  daß  der  Leser  sich  selbst  das  Wenige  klar  machen 
kann,  was  wir  hier  von  dieser  kleinen  Theorie  brauchen  werden. 


28  I,  §  3.    Minimalgeraden. 

Da  eine  nicht-involutorisclie  Unilegung  nur  eine  einzige  eigent- 
liche Gerade,  ihre  „Mittelgerade"  in  sich  transformiert,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  so  kann  jede  UmlegUDg  auf  eine  und  nur  eine  Art 
erzeugt  werden  durch  Zusammensetzung  einer  Spiegelung  (nämlich  der 
Spiegelung  an  der  Mittelgeraden)  und  einer  mit  ihr  yertauschbaren 
Schiebung  (in  der  Richtung  der  Mittelgeraden).  Insbesondere  ist  die 
Umlegung  nur  dann  involutorisch  (Spiegelung),  weini  die  Schiebung 
sich  auf  die  identische  Transformation  reduziert. 

Wir  erhalten  folgende  reelle  Bilder: 

I.  Xicht  -  involutorische  Umle-  IL  Punktepaare,  deren  Anfangs- 
gung.  und  Endpunkte  auf  zwei  verschie- 

denen   parallelen    Geraden    liegen. 
(Also      ivieder      heine     Ahbildimg 
Z  ->  W.) 
Der   ersten  Geraden    des   Bildes  II,   auf  der   die   mit   Z  bezeich- 
neten   Punkte    liegen,    entspricht    die    zweite    in    der    Umlegung    des 
Bildes    I.      Ihr    Abstand    wird    (auch    der    Richtung    nach)    aus    der 
Schiebungsgröße  erhalten,   wenn  man  diese  im  positiven  Sinne  durch 
einen  rechten  Winkel  dreht. 

1.  Den  2-00^  Fäden  mit  rein -imaginärem  Quadrat  des  Bogen- 
elementes  entsprechen: 

I.  Zwei  verschiedene  Scharen  von  IL  Je  oo^  Punktepaare  mit  ge- 
Paaren zugeordneter  gerader  Linien  meinsamem  Anfangs-  oder  End- 
(Fäden),  die  mit  der  Mittelgoraden    punkt. 

Winkel  i^  -\-  —-  einschließen. 

—    4 

2.  Den  2  •  oo^  Fäden  mit  reellem  (Quadrat  des  Bogenelementes 
entsprechen: 

I.  Zugeordnete  Geraden,  die  auf  IL  Je   oc^  Punktepaare  mit   ge- 

der  Mittelgeraden  senkrecht  stehen,  meinsamem  Mittelpunkt. 

Zugeordnete    Geraden,    die    zur  Je    c?c^   Punktepaare,   die   durch 

Mittelgeraden  parallel  sind.  Schiebungen  ineinander  übergehen. 

3.  Je  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  sind  im  Bilde  I  isometrisch 
gelegen;  im  Bilde  11  befinden  sie  sich  in  Trapezlage. 

C.    Linkseitige  [rechtseitige]  Minimalgeraden. 

Man  kann  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  in  den  reellen 
Punkt  der  Minimalgeraden  legen.  Für  eine  linkseitige  Minimalgerade 
erhalten  wir  dann  die  Parameterdarstellung 

I  =  (?  -|-  ?T,     7J  =  T  —  i<3 , 
und  für  eine  rechtseitige 

I  =  (>  +  ir ,     t;  =  —  r  -\-  iö . 
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I.  Punktepaare  mit  gemeinsamem  IL  Drehung  durch  einen  rechten 
Anfangs -[End-] Punkt  im  reellen  Winkel  im  positiven  [negativen] 
Punkt  der  Minimalgeraden.  (Keine  Sinne  um  den  reellen  Punkt  der 
Äbhildung  s  — ^  iv.)  \  Minimalgeraden. 

1.  Da  die  Null  als  Grenzstelle  den  rein-imaginären  Größen  hinzu- 
gefügt werden  kann,  befinden  sich  in  beiden  Bildern  je  zwei  Punkte 
in  Kreuzlage. 

2.  Die  Entfernung  je  zweier  Punkte  auf  einer  Minimalgeraden 
ist  gleich  Null,  also  ihr  Quadrat  stets  reell.  Entsprechend  sind  im 
Bilde  I  je  zwei  Punktepaare  in  Trapezlage. 

3.  Voneinander  verschiedene  isometrische  Punktpaare  im  Bilde  I 
und  verschiedene  Punktepaare  in  Trapezlage  im  Bilde  II  kann  es 
nicht  geben. 

D.    Sonstige  imaginäre  gerade  Linien. 

In  dem  nunmehr  vorliegenden  sogenannten  allgemeinen  Falle 
kann  man  die  Gleichung  der  imaginären  Geraden  dadurch,  daß  man 
die  beiden  reellen  Halbierenden  ihres  Winkels  mit  der  konjugiert- 
imaginären  Geraden  als  Koordinatenachsen  wählt,  auf  die  Form 
bringen 

wobei  ß  eine  reelle,  von  Null  iind  +  1  verschiedene  Konstante  bedeutet. 
Wir  setzen  i,  =  6  -\-  ir ,  worin  6  und  r  reell  sein  sollen,  und  er- 
halten dann  d^- +  drf={l  —  ß^')  {dö+idxf,  sowie  (vgl.  §1,(2)  und  (7)) 

a-  =  (]  +/?)(?,      y^-{\+ß)r-     u=={l-ß}0,     v  =  a-ß)r- 

X=ö  +  r,  r=/3((?  — tV,        f/=ö  — t,         r=  — /?((?  + t); 

woraus  wir  die  Gleichungen  entnehmen 

ßUX  +  j  Fr=  0,     ßU^+j  F2=  /3X2  +  j  YK 

Diese  Formeln  lassen  sich  folgendermaßen  deuten. 

Bild  I.  Eine  beliebige  reelle  uneigentlich-äquiforme  Transformation 
z  — >-  IV ,  die  keine  bloße  Umlegimg  ist.  Ein  einziger  eigentlicher  Punkt 
bleibt  hierbei  in  Ruhe,  nämlich  der  reelle  Punkt  der  imaginären 
Geraden.  In  dem  hier  ausgeschlossenen  Grenzfalle  ß  =  0  erhält  man 
die  Spiegelung  an  einer  reellen  Geraden  ( A),  während  in  den  ebenfalls 
ausgeschlossenen  GrenzfäUen  ß  =  +l  die  Transformation  ausartet  (C). 
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Gleichwohl  bildet  die  Gesamtheit  der  (nichtausgearteten)  iineigent- 
lich  -  äquiformen  Transformationen  falso  die  ümlegungen  mit  ein- 
begriöen)  ein  einsir/es  Kontinimni.  Das  hängt  damit  zusammen,  daß  die 
Mannigfaltigkeit  der  komplexen  Punkte  der  uneigentlichen  Geraden 
durch  die  beiden  absoluten  Punkte  nicht  in  getrennte  Teile  zerlegt 
wird;  was  ohne  weiteres  deutlich  ist,  wenn  man  sich  die  uneigent- 
liche Gerade  etwa  auf  die  Riemannsche  Kucrel  abgebildet  denkt. 

1.  Bilder  der  2  •  cc^  Fäden  d6ifdr  =  0  mit  rein  -  imaginärem 
Quadrat  des  Bogenelementes  sind  zwei  Scharen  zueinander  orthogo- 
naler Paare  von  Geraden  (reeller  gerader  Fäden). 

2.  Bilder  der  2  •  c^^  Fäden  dö  •  r/r  =  0  mit  reellem  Quadrat  des 
Bogenelementes  sind  zwei  Scharen  von  Paaren  paralleler  Geraden.  Die 
Richtungen   dieser  Paare   halbieren   die  Winkel    der  zuvor  genannten. 

3.  Isometrische  Punktepaare,  die  voneinander  verschieden  wären, 
kann  es  nicht  geben. 

JBüd  JI.  Man  denke  sich  eine  Schar  konzentrischer,  ähnlicher 
utd  ähnlich  liegender  Ellipsen  gezeichnet.  Einem  (reellen,  eigent- 
lichen) Punkte  Z  entspricht  dann  ein  Punkt  IT,  der  auf  derselben 
Ellipse  gelegen  ist,  wie  Z,  und  zwar  so,  daß  beide  Punkte  aus  dem 
gemeinsamen  Mittelpunkte  der  Ellipsen  durch  konjugierte  Durch- 
messer projiziert  werden.  (Dies  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten 
Formeln.)  Dabei  folgt  der  Punkt  W  auf  den  Punkt  Z  im  positiven 
oder  negativen  Umlaufsinn  der  zugehöiügen  Ellipse,  je  nachdem  /3<0 
oder  /j  >  0  ist.  Zu  einer  Schar  von  Ellipsen  gehören  also  zwei 
analytisch -getrennte  und  daher  ein -eindeutige  derartige  Transforma- 
tionen. Ihre  Determinanten  sind  beide  gleich  der  positiven  Einheit; 
man  hat  e/^e>2fZ/cA-flächentreue  affine  Transformationen  vor  sich,  und 
zwar,  wie  man  ohne  weiteres  erkennt,  solche  von  der  Periode  vier.^) 
Durch  diese  Eiffenschaften  sind  sie  aber  bereits  vöUig  charak- 
terisiert,  wenn  man  die  zu  Minimalgeraden  (/3  =  +  1)  gehörigen 
Transformationen  nicht  ausschließt.  Alle  diese  oo*  affinen  Transfor- 
mationen bilden  zwei  gefrennie  Kontinua  (/3  <  0,  /3  >  0);  es  entspricht 
das  dem  Umstände,  daß  der  reelle  Faden  (Zug)  der  uneigentlichen 
Geraden  die  Membran  aUer  komplexen  uneigentlichen  Punkte  der 
Ebene  in  zwei  getrennte  Gebiete  zerlegt,  ebenso  wie  die  Riemann- 
sche Kugelfläche  durch  einen  kreisförmigen  Schnitt  in  zwei  getrennte 
Stücke  zerfällt. 

1)  Man  bedenke,  daß  eine  Schar  konzentrischer,  ähnlicher  und  ähnlich 
liegender  Ellipsen  durch  eine  affine  Transformation  hervorgeht  aus  einer  Schar 
konzentrischer  Kreise.  Die  diesem  Falle  —  eben  unserem  Falle  C  —  ent- 
sprechende  Transformation   von    der   Periode   vier  ist  eine   Drehung   durch  den 

Winkel  zb"^!  ^°^^  diese  ist  natürlich  eigentlich-flächentreu. 
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1.  Bilder  der  Fäden  mit  rein -imaginärem  Quadrat  des  Bogen- 
elementes  sind  (im  Falle  ^  =4=  +  1)  die  2  •  oo^  Paare  von  Geraden, 
die  zu  je  einer  Hauptachse  der  Ellipsen  parallel  sind. 

2.  Bilder  der  Fäden  mit  reellem  Quadrat  des  Bogenelemeutes 
sind  zwei  Scharen  von  Paaren  isometrischer  gerader  Linien,  deren 
jede  zwei  benachbarte  Scheitel  einer  der  Ellipsen  verbindet. 

3.  Voneinander  verschiedene  Punktepaare  in  Trapezlage  gibt  es 
nicht.     (Immer  vorausgesetzt,  daß  /3  =|=  +  1   ist.) 

Wir  überlassen  die  ümkehrung  der  gefundenen  Lehrsätze  dem 
Leser,  der  damit  zu  dem  folgenden  zusammenfassenden  Ergebnis 
kommen  wird: 

I.  Das  erste  Bild  einer  ('eigentlichen)  l'omplexen  Geraden  ist  irgend- 
eine reelle,  tineig  entlieh- äquifornie  Transformation  z  —^  w,  es  sei  denn^ 
daß  die  Gerade  eine  Minimalgerade  ist.  In  diesem  Grenzfall  artet  das 
Bild  aus. 

IL  Das  zweite  Bild  einer  (eigentlichen)  Ixomplexen  Geraden  ist 
irgendeine  reelle,  ei  g  entl  ich  -  flächentreue,  affine  Transformation  Z — >■  W 
von  der  Periode  vier,  es  sei  denn,  daß  die  Gerade  eine  reelle  Richtung 
hat.     Im  genannten  Grenzfall  artet  das  Bild  aus. 

Nur  dann,  wenn  die  Gerade  eine  reelle  Richtung  hat,  gibt  es  in 
ihrem  ersten  Bilde  isometrisch  gepaarte  reelle  Fäden  und  im  zweiten 
Bilde  Fäden  mit  entsprechenden  parallelen  Tangenten,  und  zwar  haben 
dann  sogleich  alle  Paare  von  einander  zugeordneten  Fäden  diese 
Eigenschaft.  Ganz  anders  verhalten  sich,  wie  wir  sehen  werden,  die 
krummen  analytischen  Linien. 

Von  den  vier  Fällen,  die  wir  unterschieden  haben,  hätten  sich  allenfalls 
der  erste  und  zweite  zusammenfassen  lassen,  nicht  aber  die  übrigen.  Man  er- 
sieht also  aus  diesem  Beispiel,  daß  es  mit  der  Beschreibung  eines  sogenannten 
allgemeinen  Falles  nicht  immer  getan  ist. 

Die  durchgeführte  Betrachtung  läßt  sich  in  der  Weise  ergänzen,  daß  man 
auch  für  die  imaginären  geraden  Linien  selbst  —  also  nicht  nur  für  ihre 
Punkte  —  reelle  Bilder  (Paare  von  reellen  geraden  Fäden)  einführt.  Wir  gehen 
aber  auf  diesen  Gegenstand,  den  wir  bei  anderer  Gelegenheit  zu  behandeln  ge- 
denken, hier  nicht  ein. 

§  4. 

Der  Kreis. 

Wir  schlagen  hier  den  umgekehrten  Weg  ein,  indem  wir  gleich 
mit  der  Behandlung  eines  beliebigen  Kreises  beginnen  und  uns  erst 
hinterher  auf  einige  Sonderfälle  einlassen.  Es  sind  nämlich  beim 
Kreise  die  einzelnen  Fälle  nicht  so  sehr  voneinander  verschieden,  wie 
bei  der  Geraden. 
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Es  sei  also 

(1)  {l-^oy-+(v-Voy=r'      {r'+O} 

die  Gleichung  eines  komplexen  irreduzibelen  Kreises.  Spaltet  man 
die  linke  Seite  der  Gleichung  in  ihre  beiden  Faktoren,  so  erhält  mau 
(zufolge  der  Gleichungen  (5)  des  §  1,  S.  10)  als  Gleichung  des  ersten 
Bildes 

(2)  (i  --  lo)  (if  -  tco)  =  »". 


Wir  setzen  zur  Abkürzung 
oder  also 


ferner 


^1  —  ~        ^0  >      ^^1  —  ^'         ^'  0  ' 
tA/  —  *^  n    1       1  ?  0  ~1        \  ? 

J/  =  2/0  +  2/0      V  =  Vo+V^, 

r  =  QC''!'      {p  >  0,  (p  =  ^} 
und  erhalten  dann  

(3)  |e"^-~-,j  .{e-''P-n;}=Q\ 

Diese  Formel  gibt  uns  den  folgenden  Satz: 

Das  erste  Bild  irgend  eines  irreduzibelen  Kreises  ist  eine  uneigent- 
liche Möhinssche  Transformation  (Kreisvcricandtschaft) ,  die  sieh  nicht 
auf  eine  ÄhnlicJileitstransforDiation  reduziert,  und  umgelehrt  ist  jede 
solche  Transformation  das  erste  Bild  eines  irreduzibelen  Kreises. 

Unsere  Formeln  zeigen  aber  auch,  wie  dieses  Bild  konstruiert 
werden  kann,  wenn  der  Kreis  durch  das  erste  Bild  (Z(,,U'q)  seines 
Mittelpunktes   und   durch   seinen  komplexen  Radius  ge"!'  gegeben  ist: 

/.  Man  Iconstruiert  die  zu  einem  reellen  Kreise  von  dem  reellen 
Badius  q  gehörige  Inversion  \-  iv^=  q-.  Hierauf  drehe  man  um  den 
Mittelpimld  dieses  Kreises  von  je  zwei  zugeordneten  PunJcten  Z-^j^c^  den 
ersten  im  negativen,  den  zivciten  im  positiven  Sinne  durch  den  Winlcel  cp: 

z^  =  e~''P  ■  Z2 ,     «'1  =  e'f-  IV., . 

Endlich  verschiebe  man  (nötigenfalls)  jedes  der  beiden  BunUfelder  (z^) 
und  {iv^  parallel  derart,  daß  der  Mittel jmnlä  des  benutzten  Hilfslreises 
das  eine  Mal  in  den  Anfangspunkt  Zq,  das  andere  Mal  in  den  End- 
punU  Wq  des  Punliepaares  {Zq,  Wq)  zu  liegen  kommt,  das  den  Mittel- 
punlä  des  abzubildenden  komplexen  Kreises  vertritt.  Die  schließlich  er- 
haltene Zuordnung  z  — >  (v  ist  das  gesuchte  erste  Bild. 

In  gleicher  Weise  bestimmen  wir  nun  auch  das  zweite  Bild,  das 
eine  eigentlich- flächentreue  Transformation  Z—>W  ist.  Wir  setzen, 
ähnlich  wie  soeben 
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und  erhalten  (nach  §  1,  Nr.  S,  S.  12)  das  Gleichuugspaar 

Ui  Xj  +  F^  1\  =  Q^cos  2(p 

^'^^  l\^  +  T7  +  C'  sin  29p  =  A7  +  17  -  ()2  sin  2^ . 

Um  den  Inhalt  dieser  Gleichungen  besser  überblicken  zu  können, 
lösen  wir  sie  zunächst  nach  den  beiden  Reihen  von  Veränderlichen  auf: 

(X,2+  I7)t^i=()^cos2g)Xi  +  l/]X,^+r7-()2sin2^2:^.  y,, 
""    (X,2+  17)  F,  =  (,2  cos  2«p  .  1^  -  y  { 'X7^"I7-  (»^sinTg. }  2-7*'.  X,; 


{ü;'  +  V,')X,  =  Q'^<io^2^>ir,-y{U^^-\-V,'-\-Q'sm2<p\^-Q'-y„ 

(t5)  

(f7'  +  T7)i'i  =  rcos2g).F,+  >/{C7,2  +  F,2  +  (,2sin29)}2-()*.f/,. 

Die  Ausdrücke  unter  den  beiden  Wurzelzeichen  sind  nach  der  zweiten 
Formel  (4)  einander  gleich;  legt  man  überdies  den  Wurzelgrößen 
selbst  gleiche  Werte  bei,  so  stellt  jedes  der  Gleichungssysteme  (5)  und 
(6)  die  Auflösung  des  anderen  dar.  Durch  Ausrechnung  der  Funk- 
tionaldeterminante der  Transformation  Z — >  W  möge  man  sich  über- 
zeugen, daß  sie  gleich  der  positiven  Einheit  ist,  daß  also  die  Trans- 
formation tatsächlich  eigentlich-tiächentreu  ist. 

Da  wir  nur  Paare  reeller  Punkte  Z — >-  IF  zu  berücksichtigen 
haben,  so  ergeben  sich  durch  Betrachtung  der  Radikanden  ferner  die 
beiden  miteinander  gleichbedeutenden  Ungleichungen 

X,2-f  17^^2(l-fsin29>) 
^^^  U.^+  F,2^()2(l-sin2g?). 

Es  findet  sich  also,  daß  die  Zuordnung  Z — >W  jedenfalls  (2,2)- 
deutig  ist.  Ihr  reeller  Existenzbereich  ist  durch  die  Gebiete  außer- 
halb   zweier    Kreise    bezeichnet,    deren    einer  jedoch    in    den    Fällen 

^  ^  +  —  { mod  :t  ]    sich    auf  einen    Punkt    zusammenzieht.     Für    die 

Punkte  dieser  Kreise  wird  die  Transformation  (1,  l)-deutig,  ausge- 
nommen in  den  eben  erwähnten  Grenzfällen,  wo  dem  einen  ausge- 
zeichneten Punkte  sämtliche  Punkte  des  irreduzibel  gebliebenen  Kreises 
entsprechen.  Man  hat  daher,  um  die  Ahhildmig  Z — >- TF  eindeutifi 
SU  machen,  jedes  der  beiden  bezeichneten  Gebiete  nach  Art  einer 
Riemannschen  Fläche  mit  ztvei  Blättern  zu  iiherdeclcen.  Diese  Blätter 
hängen  aber  in  anderer  Weise  zusammen,  als  bei  den  gewöhnlich  so 
genannten  Riemannschen  FJächen.  Sie  sind  nämlich  durch  eine  kreis- 
förmige   Verziveigungslnirve  (genauer  Verzweigung9/a<^e«)   miteinander 
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Terbunden.  Jedes  der  beiden  doppelt  überdeckten  Gebiete  sieht  aus, 
wie  ein  völlig  abgeplattetes  Dreh -Hyperboloid.  In  den  genannten 
Ausnahmefällen  hängen  die  beiden  Blätter  des  einen  Gebietes  bloß  in 
einem  einzigen  Punkte  zusammen  und  diesem  PunJd  der  ünhcslimmf- 
Jteit  entspricht  in  dein  anderen  PunktfekU-  der  Verzweigungskreis. 

Eine  Konstruktion  der  Zuordnung  Z — *-  IT  kann  aus  den  Glei- 
chungen (4)  abgelesen  werden: 

II.  Man  konstruiere  die  Polare  eines  Punktes  Z^  in  hezng  auf 
einen  Kreis  vom  Halbmesser  ^  ]/cos  2  9?  imd  bringe  diese  Gerade  mit 
einem  Jconzentrischen  Kreise  vom  Halbmesser  YZ^Z^  —  2q^  sin2g5  zum 
Schnitt.  Die  beiden  Schnittpunlde  sind  reell,  sobald  Z^Z^  ^ p^(l  -\-2%\Q.(p) 
ist,  und  sollen  unter  dieser  Voraussetzung  unterschiedslos  mit  W^^  be- 
zeichnet iverden.  Schließlich  verscJiiebe  man  (nötigenfalls)  die  beiden 
doppelt  überdecJden  PunJctfelder  [Zf]  und  (IF^),  jedes  für  sich,  parallel 
in  der  Weise,  daß  der  Mittelpimld  der  benutzten  hmzentrischen  Kreise 
in  den  Anfangspunkt  Zq  und  Endpunkt  W^^  des  Punktepaares  (Zq,  Wq) 
zu  liegen  kommt,  das  als  ziveites  Bild  des  Mittelpunktes  des  abzubildenden 
komplexen  Kreises  dient.  Die  so  gefundene  Zuordnung  Z — >W  ist  das 
gesachte  zweite  Bild  des  betrachteten  Kreises. 

Wir  betrachten  jetzt  die  beiden  Bilder  im  Zusammenhang  und 
bemerken,  daß  den  Punkten  des  komplexen  Kreises  (1),  in  denen  die 
Tangentenrichtung  oder  also  das  Verhältnis  (|  —  ^q)  :  (9^  —  t^q)  reell 
ist,  im  ersten   Bilde  die  beiden  zuvor  konstruierten  Kreise 


(z  -  Zq)  (f  -  ,?o)  =  Q-,     (w  -  yr-o)  (w  -  w^)  =  q^, 


im  zweiten  Bilde  aber  die  Verzweigungskreise  entsprechen.  Hieraus 
folgt,  wenn  wir  die  Ergebnisse  des  §  2  berücksichtigen: 

I.  Zu  jeder  reellen  un eigentlichen  Möhiusschen  Transformation,  die 
Jceine  bloße  Ähnlichkeitstransformation  ist,  gehören  zivei  völlig  bestimmte 
reelle  Kreise  mit  reellem  nicht  verschwindendem  Eadius,  die  vermöge 
der  Abbildung  kongruent  aufeinander  bezogen  sind.'^) 

Die  Punktepaare  (z,  w)  dieser  beiden  gleichgroßen  Kreise,  deren 
(gleichsinnig-isometrische)  Zuordnung  die  Transformation  vollkommen 
bestimmt,  sind  die  Bilder  aller  Punkte  (|,  rf)  des  komplexoi  Kreises  (1) 
mit  reeller  Tangentenrichtung. 

1)  Bei  einer  eigentlich-konformen  Kreisverwandtschaft  tritt  natürlich  an 
Stelle  der  Kongruenz  die  Symmetrie.  Der  Satz  läßt  sich  auf  eine  unbestimmte 
Dimensionenzahl  ausdehnen,  wobei  nur  beachtet  werden  muß,  daß  die  Bedeutung 
der  Worte  „eigentlich"  und  „uneigentlich"  vom  geraden  oder  ungeraden  Charakter 
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IL  Im  zweiten  Bade  entsprechen  denseTben  Icomplexen  Funkten  die 
den  beiden  Verzweigungskreisen  ungehörigen  Punktepaare  (Z,  W),  und 
zivar  liegen  diese  so,  daß  die  Verziveigungskreise  —  deren  einer  sich 
auf  einen  Funkt  zusammenziehen  kann  —  in  entsprechenden  Funkten 
parallele  Tangenten  haben.  Umgekehrt  kann  man  die  beiden  Ver- 
zweigungskreise  als  reelle  Kreise  mit  reellen  Radien,  deren  höchstens 
einer  lerscJiwinden  darf,  beliebig  vorschreiben.  Abgesehen  von  dem  eben 
genannten  Fall  eines  verschwindenden  Badius  gibt  es  dann  zwei  ver- 
schiedene Transformationen  Z — yW  und  zwei  zugehörige  komplexe  Kreise. 

Bezeichnet  t  einen   reellen  Parameter,   so   kann   man   die  vier  in 

unseren  Sätzen    vorkommenden  Kreise   in   ihrer  Zusammengehörigkeit 

so  darstellen:  ,  /,  n 

+  0  cos  (t  —  (p), 

iJq   +  0  sin  (^  —  ^); 

+  0  cos  it  4-  (p), 
+  0  sin  (^  +  9?); 


V 


u  =  u^ 


Die  Mittelpunkte 
^l^Q,  ir^,  die  Ecken 
eines  im  positiven 
Sinne  umlaufenen 
Quadrats  ( vgl.  §  1, 
Seite  16  und  die 
Figur  5). 

Wir  erläutern 
das  Vorgetragene 
noch  durch  Aus- 
führung einiger 
Einzelheiten. 

Durch  die  In- 
version ,  die  zu 
einem  reellen 

Kreise  vom  Ra- 
dius Q  gehört, 
wird  ein  Bogen- 
element,  das  mit 
dem  Radiusvektor 
seines  Punktes  den 


^X  =  Xq  -\-  Q  (cos  9;  +  sin 9:)  •  cos t, 
\Y=  Yq  +  p  Tcos  qp  +  sin  ff)  •  sin  t; 
U  =  Üq  -{-  Q  (cos  cp  —  sin  g;)  •  cos  t, 

V  =  ^0  +  ?  (^^^  9-  —  ^'°  9^)  ■  ^^^  ^• 
der    vier  Kreise   bilden  iu   der   Reihenfolge 


W 


Fig.  5. 
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Winkel  t  bildet,  in  ein  anderes  übergeführt,  das  mit  demselben 
Radiusvektor  den  Winkel  n  —  ip  bildet.  Folglich  werden,  wenn  ^  die 
gleiche  Bedeutung  hat  wie  oben,  zwei  in  einer  allgemeinen  Möbiusschen 
Transformation  entsprechende  Bogenelemente  miteinander  den  Winkel 

(:t  —  ip  i-  (p)  —  (ip  —  (f) 

einschließen.  Setzen  wir  diese  Größe  gleich  einer  Konstanten,  so 
wird  also  auch  ^  konstant,  d.  h.  wir  erhalten  in  jedem  der  beiden 
Punktfelder  (z),  (?<)  eine  Schar  von  cx)^  Kurven,  die  im  allgemeinen 
logarithmische  Spiralen,   also   transzendent,   im  besonderen  aber,   wenn 

^  ^  0  I  mod  '^  I   ist,   Kreise   oder  Gerade,   also  algebraisch   sind.     Ein 

besonderes  Interesse  haben,  nach  unserem  Satze  auf  S.  16,  die  Fälle, 

wo   der  Winkel   zweier  entsprechender  Linienelemente   ^  0  |  mod  ^- 

und  wo  daher  (f ^  ^  tjj  \  mod  —  ist.  Die  dieser  Annahme  entsprechen- 
den Kurven  sind  nach  dem  Gesagten  dann  und  nur  dann  algebraisch, 
wenn  t^  und  daher  auch  tp  ^  0  l  mod  ist.     Demgemäß  nehmen  die 

Fälle,  in  denen  der  „Richtungskoeffizient"  e^f  des  komplexen  Halb- 
messers r  =  Qe'f  eine  achte  Einheitsivurzel  ist,  eine  Sonderstellung  ein. 

Wir  betrachten  von  jeder  der  durch  die  Kongruenz  9?  =  0    mod  — 

erldärten  Familien  homplexer  Kreise  einen  Vertreter. 
Nehmen  wir  zuerst  an,  es  sei 


(f  =  0  { mod %],    l^  -\-  ')] 


Hierbei  liaben  wir  den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  reell  angenommen, 
da  eine  Parallelverschiebung  an  dem  Charakter  der  ganzen  Figur 
nichts  Wesentliches  ändert. 

I.  Das  erste  Bild  ist  die  Inversion  oder  konforme  Spiegelung  an 
dem  gegebenen  Kreis,  einem  reellen  Kreise  also  mit  positivem 
Quadrat  des  Halbmessers.  Alle  Punkte  des  reellen  Fadens  des 
Kreises  sind  bei  der  Transformation  z — >iv  sich  selbst  zugeordnet. 
Allgemeiner  haben  die  Fäden  mit  reellem  Quadrat  des  Bogenelements 
als  Bilder  die  (reellen  Fäden  der)  Geraden  durch  den  Mittelpunkt 
und  die  (reellen  Fäden  der)  mit  dem  gegebenen  Kreise  konzentrischen 
Kreise.  Die  (reellen  Fäden  der)  Winkelhalbierenden  dieser  beiden 
orthogonalen  Kurvenscharen,  spezieller  logarithmischer  Spiralen,  ent- 
sprechen den  Fäden  auf  dem  gegebenen  Kreise  mit  rein  imaginärem 
Quadrat  des  Bogenelements. 

II.  Im  zweiten  Bilde  entsprechen  den  erwähnten  Geraden  und 
Kreisen  des  ersten  Bildes  isometrisch  aufeinander,  oder  vielmehr  auf 
sich    selbst    abgebildete    reelle    Fäden    gleichseitiger    Hyperbeln    und 
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Kreise.  Die  Hyperbeln  berühren  in  ihren  reellen  Scheiteln  den  vor- 
gelegten Kreis.  Je  einen  halben  Hyperbelast  hat  man  sich  im 
„oberen"  Blatte  der  zur  Abbildung  gehörigen  zweiblättrigen  Fläche 
zu  denken,  den  anderen  Halbast  im  „unteren''  Blatte.  Zugeordnete 
Punkte  Z,  W  liegen  in  verschiedenen  Blättern  auf  demselbeu  Hyperbel- 
ast. In  der  Nähe  des  kreisförmigen  \^erzweigungsfadens  verhält  sich 
die  Abbildung  singulär.  Schreitet  nämlich  der  Punkt  Z  von  einem 
Punkte  des  Kreises  irgendwie  geradlinig  nach  außen  hin  fort,  so 
bewegt  sich  der  zugehörige  Punkt  W  in  erster  Annäherung  in  der 
Tangentenriehtung. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  es  sei 

(p=~  (mod  7f\       |2  _^  7j2  =  —  Q^. 

I.  Das  erste  Bild  ist  die  Inversion  an  dem  gegebenen  Kreis, 
einem  reellen  Kreise  also  mit  negativem  Quadrat  des  Halbmessers. 
Sie  entsteht  aus  der  zuvor  betrachteten  Spiegelung  an  einem  Kreise 
mit  reellem  Radius  durch  Zusammensetzung  mit  der  Spiegelung 
x*  =  —  X,  y*  =  —  y\  u*  =  —  u,  V*  =  —  V  am  Mittelpunkte  des  Kreises. 

IL  Auch  hier  fallen  die  beiden  Verzweigungsfäden  in  dem  reellen 
Zuge  eines  Kreises  vom  Radius  q  zusammen,  doch  liegen  entsprechende 
Punkte  einander  jetzt  diametral  gegenüber.  Zugeordnete  Punkte  Z,  W 
liegen  jetzt  auf  verschiedenen  Asten  der  einem  Durchmesser  des  ersten 
Bildes  zugeordneten  gleichseitigen  Hyperbel;  man  kann  nach  Belieben 
das  obere  Blatt  sich  selbst  oder  auch  dem  unteren  Blatte  entsprechen 
lassen. 

Zuletzt  sei 

9  =  +  X  (°^o^  ^)'     1^  +  ^^  =  +  Q^i- 


I.  Die  konforme  Abbildung  hat  in  dem  gewählten  Beispiel  (also 
bei  reellem  Mittelpunkte  des  Kreises)  die  Periode  vier.  Die  reellen 
auf  dem  Kreise  zz  ^  q^  gelegenen  Punkte  gehen  vermöge  einer  Drehung 
durch  den  Winkel  2cp  über  in  die  reellen  Punkte  desselben  Kreises 
ww  =  Q^.  Die  Durchmesser  des  Kreises  und  deren  orthogonale  Tra- 
jektorien  enthalten  jetzt  die  Bilder  der  Fäden  mit  rein -imaginärem 
Quadrat  des  Bogen  Clements. 

IL  Die  beiden  Riemannschen  Flächen  fallen  jetzt,  da  der  Kreis 
nicht  reell  ist,  nicht  mehr  wie  in  den  beiden  früheren  Fällen  zu- 
sammen. Nehmen  wir  nämlich  etwa  an,  es  gelte  in  den  obigen 
Formeln    das    obere    Vorzeichen,    so    hänsren    die    beiden    Blätter    des 
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Punktfeldes  (Z)  nur  in  dem  Punkte  Z=0  miteinander  zusammen, 
während  die  Riemannsche  Fläche  (  W)  die  gleiche  Gestalt  hat  wie 
zuvor.  In  jedem  Blaff  der  Fläche  (W)  entsprichf  der  Umgebung  des 
singulären  Funides  Z=0  ein  ringförmiger  Streifen,  der  den  Ver- 
za-eigungsfaden  WW  =  2p-  von  außen  umgibt.  Die  Zuordnung  des 
oberen  oder  unteren  Blattes  {Z)  zu  dem  oberen  oder  unteren  Blatte  {^V) 
bleibt  willkürlich.  Den  (durch  Orthogonalität  der  Elemente)  gepaarten 
Durchmessern  und  konzentrischen  Kreisen  des  ersten  Bildes  entsprechen 
wiederum  gepaarte  Durchmesser  und  gepaarte  konzentrische  Kreise  im 
zweiten  Bilde,  und  die  Paarung  dieser  Kurven  erfolgt  wieder  unter 
Orthogonalität  entsprechender  Fortschreitungsrichtungen  oder  Tangenten. 


§5. 
Die  ebenen  analytischen  Kurven. 

Bevor  wir  weitergehen,  wird  es  nützlich  sein,  dem  Begriff  der 
analytischen  Kurve  einige  Aufmerksamkeit  zuzuwenden. 

Wie  der  Name  sagt,  bezeichnet  das  Wort  Kurve  ursprünglich 
einen  krummen  Linienzug,  ein  von  unserem  Standpunkte  aus  als  reell 
zu  bezeichnendes  Gebilde,  nach  üblicher  Ausdrucks  weise  Ort  von  oo^ 
Punkten.  Dieser  Begriff  ist  im  Laufe  der  Zeit  sowohl  präzisiert  als 
erweitert  Avorden,  erweitert  vor  allem  in  dem  Sinne,  daß  man  die 
geraden  Linien  —  nämlich  deren  reelle  Züge  oder,  wie  wir  sagen, 
Fäden  —  nicht  zu  den  Kurven  in  Gegensatz  stellte,  sondern  sie  unter 
den  Kurve)ibegriff  selbst  einbezog. 

Der  viel  inhaltsreichere  Begriff  der  analytischen  Kurve \),  mit  dem 
wir  es  hier  zu  tun  haben,  ist  nicht  unmittelbar  aus  der  Geometrie 
hervorgegangen.  Die  Definition  dieses  Gebildes,  das  nicht  eigentlich 
„geometrisch"  im  Sinne  der  älteren  Geometer,  nämlich  nicht  „an- 
schaulich" ist,  wurzelt  vielmehr  in  der  Funktionenlehre:  Das  Wort 
bezeichnet  eine  analytische  Abhängigkeit  zwischen  den  als  komplex- 
veränderlich gedachten  Cartesischen  (hier  rechtwinkligen)  Koordinaten 
I,  ri  eines  „Punktes":  Die  analytische  ebene  Kurve  ist  immer  Ort 
von  oo^  komplexen  (hier  eigentlichen)  Punkten  der  Ebene. 

Die  Abhängigkeit  zwischen  ^  und  i]  können  wir  uns  in  der 
Weise  gegeben  denken,  daß  wir  in  der  Umgebung  einer  bestimmten 
Stelle  (^0,  7j(j)  eine  der  beiden  Differenzen  |  —  l^,  ri  —  i]^  in  eine 
Reihe  entwickeln,  die  nach  positiven  ganzen  oder  gebrochenen  Po- 
tenzen der  anderen  Differenz  fortschreitet,  kein  konstantes  Glied  ent- 


1)  Vgl.  V.  Mangoldt,  Über  die  BegriflPe  Kurve  und  Fläche,  Math.  Enzyklo- 
pädie, Bd.  III,  1,  S.  LSOff. 
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hält  und  nicht  nur  im  Falle  eines  verschwindenden  Argumentes  kon- 
vergiert ^) : 

(1)  ■        oder 

^  -  ^0  =  ^2((';  -  %)'').        {>^  =  1,  2;  •  •  ■}• 

Durch  analytische  Fortsetzung  erhält  man  hieraus  in  mindestens 
(incni  der  beiden  Fälle  eine  analytische  Funktion  {>/(|),  l(^/)},  und 
in  der  Regel  ist  im  ersten  Falle  auch  |  als  Funktion  von  ri  und  im 
zweiten  iq  als  Funktion  von  |  erklärt;  es  ist  aber  zu  beachten,  daß 
die  begebene  Potenzreihe  nur  eine  formale  Existenz  haben  kann 
{ji  —  riQ^O  oder  |  —  ^^  :^  0)  und  daß  dann  nur  eine  der  Veränder- 
lichen -q,  I  eine  analytische  Funktion  der  anderen  ist. 

Zur  analytischen  Kurve  rechnen  wir  alle  Tiomplexen  Punlie  und 
nur  solche  Punlie  (mit  endlichen  Koordinaten  ^q,  tj^),  in  deren  Um- 
gebung die  AhJtängigkeit  zwischen  |  und  rj  durch  mindestens  eine  der 
beiden  Reihen  (1)  ausgedrücM  iverden  Icann. 

Sehen  wir  von  dem  trivialen  Ausnahmefall  der  Geraden  £  —  to  =  ^ 
ab,  so  kommen  wir  stets  mit  der  ersten  der  beiden  Reihenentwick- 
lungen (1)  aus. 

Lassen  wir  ^  eine  stetige  Folge  von  Werten  (einen  Faden)  durch- 
laufen, der  im  Punkt  ^^  der  Gaußschen  ^-Ebene  beginnt  und  in  einem 
Punkt  lo'  endigt,  und  nehmen  wir  an,  es  sei  längs  dieses  Weges  die 
analytische  Fortsetzung  von  ^^  möglich  und  sie  werde  in  jedem 
inneren  Punkt  ^*  des  Fadens  dui-ch  eine  Entwicklung  nach  ganzen 
oder  gebrochenen  Potenzen  von  |  —  ^*  dargestellt.  Ist  für  den  End- 
punkt ^o'  eine  derartige  Entwicklung  nicht  mehr  möglich,  strebt  aber 
1]  einem  bestimmten  Grenzwert  t^^  zu,  wenn  |  nach  Ig'  rückt,  so  soll 
der  komplexe  Punkt  (|q',  tiq)  eine  Grenzstelle  unserer  Kurve  genamit 
werden. 

Nach  unseren  Erklärungen  gehören  Grenzstellen  der  Kurve  nicht 

1 

an.  So  enthält  die  Gerade  S  =  0  keinen  Punkt  der  Kurve  7/  =  e^ 
Wohl  aber  ist  es  möglich,  daß  der  Prozeß  der  analytischen  Fort- 
setzung zu  mehreren  (Paaren  von)  Reihen  der  Form  (1)  führt,  die 
alle  demselben  Wertepaar  ^q,  i}q  entsprechen:  Diese  Punkte  (Ig,  i/q), 
die  mithin  in  der  Ebene  alle  zusammenfallen,  /Verden  nir  gleichtvohl 
—  abweichend  von  dem  bei  algebraischen  Kurven  üblichen  Verfahren  — 
als  verschiedene  Punkte  der  Kurve  ansehen.     Man  kann  sagen,   daß 


1)    Durch  das  Symbol  ^(2)    bezeichnet  man  nach    Weierstraß  eine  Reihe 

der  Form  ,  ,  .,   , 

«o4-«l^  +  ai^'^ . 

eine  sogenannte  geivöhnliche  Potenzreihe. 
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solche  Puukte,  gewöhnliche  Doppelpunkte  zum  Beispiel,  ähereinander 
gelagert  sind,  und  es  ist  natürlich  auch  der  Fall  möglich,  daß  solche 
Kurvenpunkte  außerdem  noch  von  Grenzstellen  der  bezeichneten  Art 
überlagert  werden. 

Unter  den  Punkten  einer  analytischen  Kurve  sind  immer  solche, 
für  die  mindestens  eine  der  oben  mit  m,  n  bezeichneten  ganzen  Zahlen 
gleich  der  Einheit  ist.  Diese  Punkte  von  besonderer  Beschaffenheit 
neimen  wir  reguläre  Punkte  der  analytischen  Kurve.  Sie  bilden  so- 
zusagen die  Hauptmasse  der  vorhandenen  Kurvenpunkte.  Ihre  Mannig- 
faltigkeit hat,  nach  der  üblichen  Redeweise,  die  Mächtigkeit  des  Kon- 
tinuums,  während  die  nicht  regulären  Punkte  der  Kurve  höchstens 
eine  abzählbare  Menge  bilden,  übrigens  auch  ganz  fehlen  können. 
Um  jeden  Kurvenpiinld  herum  läßt  sich  auf  der  Kurve  seihst  ein  Be- 
reich abgrenzen,  der  in  seinem  Innern,  eventuell  mit  Ausnahme  des 
gegebenen  PiinMes  seihst,  nur  reguläre  Punkte  enthält. 

Den  angeführten  Formeln  werden  in  der  Regel  und  mit  gutem 
Grunde  in  der  allgemeinen  Kurventheorie  solche  vorgezogen,  die  die 
Abhängigkeit  zwischen  |  und  t}  nur  indirekt  zum  Ausdruck  bringen, 
die  sogenannten  FaranteterdarsteUungen,  Formeln  des  Typus 

^  -  lo  =  ^1  ('/  -  ^o:^ ' ),    >?  -  %  =  %  {(t  -  ioV)  , 
{^i(0)  =  0,    ^,(0)  =  0,  Z=l,  2,...}. 

Handelt  es  sich  um  die  Umgebung  eines  bestimmten  Kurvenpunktes, 
so  kann  man,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  in  Formeln  dieser  Art 
l  =  1  und  ff)  =  0  setzen^  also  einfacher  schreiben 

(2)  I  -  ..„  =  sp^(^),    .;-%  =  ^,(0     {?x(0)  =  ^2(0)  =  0}. 

Durch  die  wenigstens  theoretisch  immer  ausführbare  Elimination 

des  Parameters  t  kommt  man  dann  zu  mindestens  einer  Formel  vom 

Typus    (1);    umgekehrt    können    diese,    am    einfachsten    durch    Sub- 

1  1 

stitutioneu    der  Form  (|  —  ^q)«  =  /  oder  (>;  —  j^q)  «  =  t,  sofort  auf  die 

Gestalt  (2)  gebracht  werden. 

Beim  Operieren  mit  einer  solchen  Parameterdarstellung  hat  man 
vor  allem  darauf  zu  achten,  daß  sie  die  Punlde  der  zugehörigen  Kurve 
nicht  sämtlich  zu  liefern  braucht.  Ist  zum  Beispiel  ^i(t)  eine  ein- 
deutige analytische  Funktion  mit  natürlicher  Grenze  und  ^«(^j^^O, 
so  wird  die  Gerade  t]  =  1]^  gewiß  nicht  in  ihrem  ganzen  Umfange 
durch  die  Formeln  (2)  dargestellt.  Es  ist  also  zu  tmterscheiden 
zwischen  der  Kurve  selbst  und  dem  durch  irgendeine  Parameterdarstellung 
gelieferten  Kurvcnstücl'.  Diesem  letzten  können  auch  einzelne  Kurven - 
punkte  fehlen,  in  denen  ein  besonderes  Vei'halten  des  gewählten 
Parameters  Reihenentwicklungen  der  Form  (2)  unmöglich  macht.  So 
fehlt    in   der  Parameterdarstellung   |  =  e\   Vj  =  0   der   Geraden   ?;  =  0 
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der  Punkt  |  =  0,  »;  =  0.  Die  Ausdrucksweise  „Parameterdarstellung 
der  Geraden"  ist  also  sogar  in  diesem  Falle  ungenau:  Streng  ge- 
nommen  muß   man   auch   hier  von  einem  StiicJi   einer  Geraden  reden. 

Da  man  an  Stelle  von  t  irgend  eine  ganze  Potenz  eines  neuen 
Parameters  einführen  kann,  ohne  die  bei  den  Formeln  (2)  voraus- 
gesetzten Eigenschaften  zu  zerstören,  so  leuchtet  ferner  ein,  daß  nicht 
nur  für  die  Kurve  im  ganzen,  sondern  auch  für  jede  Umgebung  eines 
bestimmten  Punktes  der  Fall  eintreten  kann,  daß  jedem  Kurvenpunkte 
mehrere  Parameterwerte  entsprechen. 

Es  wird  also  eintreten  können,  daß  die  Reihenentwicklungen  (2) 
sogar  bei  beliebig  kleinem  absolutem  Betrage  von  ^  { |  ^ ;  <  £ }  jeden 
dargestellten  Punkt  (|,  ?/)  mehrmals  liefern.  Ist  dies  aber  nicht  der 
Fall,  so  icerden  iiir  sagen,  der  Parameter  t  verhalte  sich  an  der  Stelle 
^  =  ^0'  V  ^  '?0  5  ^  =^  ^  regulär.  Kürzer,  und  in  den  meisten  Fällen 
doch  deutlich  genug,  kann  man  auch  sagen,  der  Parameter  verhalte 
sich  an  der  Stelle  (Ig,  7;^)  oder  an  der  Stelle  ^  =  0  regulär. 

Wenn  man  zum  Beispiel  die  Gleichung  5^  —  ?;-  =  0  dadurch, 
identisch  erfüllt,  daß  man  ^  =  t^,  i]  =  t^  setzt,  so  gehören  zu  jedem 
Punkt  (^0,  7/u)  der  Kurve  |^  —  j;^  =  0  zwei  Parameterwerte  t^,  t^  imd 
entsprechend  zwei  Entwicklungen  von  £  und  r^,  von  denen  die  eine 
fortschreitet  nach  Potenzen  von  t  —  t^^  und  die  andere  nach  Potenzen 
von  t  —  Iq.  Diese  beiden  Reihenentwicklungen  sind  voneinander  ver- 
schieden, ausgenommen  an  der  Stelle  /„  =  f^,'  =  0;  und  an  dieser  Stelle 
allein  verhält  sich  der  zweiwertige  Parameter  t  nicht  regulär.  Setzen 
wir  dagegen  ^  =  t^,  i]  =  t^,  so  verhält  sich  der  Parameter  f  überall 
regulär,  auch  an  der  Stelle  ^  =  0,  die  nicht  eine  reguläre  Stelle  der 
Kurve  ist. 

Von  den  in  irgend  einem  Kurvenpunkte  regulären  Parametern 
handeln  die  folgenden  Lehrsätze,  von  denen  die  beiden  ersten  evident 
sind: 

I.  Ist  t  ein  Parameter,  der  sich  an  der  Stelle  t  =  tQ(^  =  t,Q,  v  =  ''io) 
regulär  verhält,  so  verhält  sich  dort  atich  jeder  andere  Parameter  regidär,^ 
der  aus  t  durch  eine  ebenda  reguläre  analytische  Substitution 

t  =  t{s) 
hervorgeht. 

Wir  bezeichnen  nämlich  die  durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe 
auszudrückende  Substitution  dann  als  regulär  an  der  Stelle  (s  =  Sq,^ 
t  =  t^),  wenn 

dt 
ds 

für  t  =  Iq,  s  =  Sq  von  XuU  verschieden  ist. 

IL  Die  Eigenschaft  eines  Parameters,  sich  an  bestimmter  Stelle 
regidär  zu   verhalten,  ivird  nicht  zerstört,    wenn   man  die  Kurve,  oder 


42  I,  §  ö.    Ebene  analytische  Kurven.     Reguläre  Stelleu. 

ein   Stücl:    von   ihr,   einer  analytischen   Transformdtion   unfenrirff,    die 
sieh  in  der  Umgehung  des  betrachteten  Pnnlcfes  der  Ebene  regulär  verhält. 
Wir  sagen,  die  Transformation 

verhalte  sich  in  der  Umgebung  des  Punktes  (!„,  r]^)  der  Ebene  regulär, 
wenn  die  F'unktionen  i*,  >;*  in  dieser  hinreichend  eingeschränkten 
Umgebung  sich  durch  Potenzreihen  ausdrücken  lassen,  die  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  und  Produkten  der  Veränderlichen  |  —  |q,  ?j  —  i;^ 
fortschreiten,  und  wenn  außerdem  die  Funktionaldeterminante 


(f 


?t    dr]         dri    di 


an  der  Stelle  h,  =  t,^,  i^  =  r^^  von  N^ull  verschieden  ist. 

III.  Zu  den  an  irgend  einer  Stelle  (^q,  jjo)  der  Kurve  regulären 
Parametern  gehört  stets  eine  passend  gewählte  Wurzel  aus  (mindestens) 
einer  der  beiden  Koordinatendifferenzen  3— §0,  I/— ^Jo- 

Nehmen  wir  an,  es  sei  etwa 

^->,,  =  ^:p((£-y-),    {^(0)  =  o}, 

wo  die  Potenzreihe  rechts  nach  ganzen  positiven  Potenzen  ihres  Argu- 
mentes fortschreitet.  Man  darf  dann  ohne  Besehränkunor  annehmen, 
daß  die  nicht  bloß  der  Form  nach  existierenden,  nämlich  nicht  mit 
dem  Koeffizienten  Null  behafteten  Glieder  der  Potenzreihe  keinen 
gemeinsamen  Teiler  ihrer  Exponenten  zulassen,  der  auch  Teiler  von  m 
wäre:  Andernfalls  würde  man  m  durch  eine  kleinere  Zahl  ersetzen 
können.  Diese  Exponenten  selbst  können  aber  trotzdem  noch  einen 
gemeinsamen  Teiler  haben.  Ihr  größter  gemeinsamer  Teiler  heiße  m', 
wo  nun  nach  Voraussetzung  m  und  m'  teilerfremd  sind.  Dann  kann 
man,  mit  x4nderung  der  Bezeichnung,  schreiben 

V~rio  =  W.^-k)'"/,  oder 

(3)       ■  ^-So  =  f'",     V-Vo-W")    {^(0)  =  0}. 

t  ist  dann  augenscheinlich  ein  an  der  SteUe  (i,^,  7^(,i  —  nicht  not- 
wendig auch  an  den  sie  etwa  überlagernden  Stellen  —  regulärer 
Parameter,  ein  Parameter  nämlich,  der  für  ^  =  0  sich  regulär  verhält. 
Ein  evidenter  aber  besonders  wichtiger  Spezialfall  des  Satzes  III 
ist  enthalten  in  der  Aussaffe: 

IV.  Die  regulären  Stellen  einer  ebenen  analytischen  Kurve  sind 
dadurch  ausgezeichnet,  daß  in  ihrer  Umgehung  mindestens  eine  der 
Koordinatendifferenzen  H  — Sqj  V^Vo  selbst  ein  regulärer  Parameter  ist. 

Damit  hat  man  also  ein  Kriterium  für  die  regulären  Stellen: 
Findet  sich,  daß  zum  Beispiel  1]  —  t]^  durch  eine  gewöhnliche  Potenz- 
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reihe  dargestellt  werden  kann,  die  nach  Potenzen  von  ^  —  ^o  fort- 
schreitet,  so  ist  der  durch  diese  Reihenentwicklung  genau  bezeichnete 
Kurvenpunkt  regulär;  und  wenn  dies  nicht  stattfindet  und  auch  ^  —  ^^ 
nicht  auf  solche  Art  durch  rj  —  i^^  ausgedrückt  werden  kann,  so  ist 
der  Kurvenpunkt  nicht  regulär.  In  diesem  zweiten  Fall  ist  es  nicht 
ausgeschlossen,  daß  ein  anderer  zu  denselben  Koordinaten  |q,  i]q  ge- 
höriger Kurvenpunkt  regulär  ist.     (Siehe  oben,  S.  39.) 

Der  Begriff  der  analytischen  Kurve  fällt  unter  den  inhalts- 
reicheren Begriff  der  (analytischen)  Membran  (S.  24).  Es  entsteht 
daher  die  Frage,  wodurch  sich  die  Kurven  von  sonstigen  Mem- 
branen unterscheiden.     Die  Antwort  lautet: 

V.  Jede  analytische  Kurve  hat  an  jeder  ihrer  Stellen  eine  von  der 
JEortschreitungsart  auf  der  Kurve  unahhängige  Tangente,  und  diese 
Eigenschaft  kennzeichnet  unter  allen  analytischen  Membranen  die  Kurven}) 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ergibt  sich  unmittelbar  aus  den 
Formeln  (o).  Der  zweite  Teil  unserer  Behauptung  läßt  sich  noch 
schärfer  fassen:  Man  braucht  die  angenommene  Membran  gar  nicht 
als  analytisch  vorauszusetzen.  Man  denke  sich  |  und  i]  als  Funktionen 
zweier  reeller  Parameter  6,  r  dargestellt,  die  in  einem  gewissen  Be- 
reich j  (5,  T }  stetig  sind  und  erste  Differentialquotienten  haben,  und 
die  ferner  so  beschaffen  sind,  daß  in  diesem  Bereich  die  Determinanten 
der  Funktionalmatrix 

i   K       \^t       ^r       Qt  \V=V+  iQ,     V  =  V,    Q  =  Q 

nicht  alle  verschwinden.  Dem  Bereiche  { (?,  t  }  entspricht  dann  ein 
flächenhaft  ausgedehnter  Bereich  {^,  rj],  der  als  eine  —  nicht  not- 
wendig analytische  —  Membran  oder  besser  als  Stück  einer  solchen 
bezeichnet  werden  kann.  Für  Punkte  im  Innern  des  Bereiches 
{ö,  r)  bezeichnet  dann  das  Verhältnis  A(7:At  eine  besondere 
Art  der  Fortschreitung  auf  der  Membran.  Existiert  nun  bei  kon- 
stantem Verhältnis  der  Art  für  verschwindende  Zuwüchse  Aö,  Ar 
eine  Grenzlage  der  geraden  Verbindungslinie  der  Nachbarpunkte  (^,  rf) 
und  (I  -f  A§,  Tj  -f-  Arj),  die  von  der  Wahl  des  Verhältnis  wertes  un- 
abhängig ist,  so  genügt  das  schon,  um  die  Eigenschaft  der  Membran 
oder  des  Membranstücks  als  Kurve  oder  als  Stück  einer  analytischen 


1)  Die  Geometrie  im  komplexen  Gebiete  ist  zuerst  systematisch  studiert 
worden  von  C.  Segre:  Un  nuovo  campo  di  ricerche  geomctriche,  Atti  di  Torino, 
vol.  XXV,  XXVI,  1890.  (Vier  Abhandlungen.)  In  der  zweiten  Arbeit  findet  sich 
der  Satz  des  Textes.  Wir  werden  auch  noch  Anderes  diesen  wertvollen  Unter- 
suchungen zu  entlehnen  haben.  Vgl.  auch  desselben  Verfassers  Aufsatz  Math. 
Ann.  Bd.  XI,  S.  413 — 467:  Le  rapjpresentazioni  reali  delle  forme  complesse  e  gli 
enti  iperalgebrici. 
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Kurve  sicher  zu  stellen.  In  der  Tat  sagt  ja  unsere-  Voraussetzung 
nichts  anderes  aus,  als  daß  wenigstens  einer  der  Differentialquotienten 
dr]  :  d^,  d^  :  di]  existiert  und  von  der  Fortschreitungsart  im  Bereiche 
( ^ }  oder  { jy }  unabhängig  ist.  Dieses  aber  ist  das  bekannte  Kriterium 
dafür,  daß  zwischen  den  komplexen  Veränderlichen  ^  und  7j  eine 
analytische  Abhängigkeit  besteht. 

Man  ergänzt  diese  Bemerkungen  leicht  zu  dem  Satze 

VI.  Die  notwendige  und  liinr eichende  Bedingung  dafür,  daß  eine 
vorgelegte  Membran  eine  analytische  Kurve  ist,  besteht  in  dem  identischen 
Verschwinden  der  FunMionaldeterminante 

(5)  ß^  =  ^^-^nn. 

^   '  \sx)        da  dt        (!G  dr 

Man  kann  dann  immer,  für  die  Umgebung  einer  Stelle,  wo  die 
Determinanten  (4)  nicht  alle  verschwinden,  die  Parameter  G,  x  so  wählen, 
daß  A,  ,a,  v,  q  durch  gewöhnliche  Potenzreihen  ausgedrückt  werden, 
die  nach  ganzen  Potenzen  und  Produkten  der  Veränderlichen  6  —  6^, 
t  —  Tq  fortschreiten.  Drückt  man  dann  6  und  t  als  analytische  Funk- 
tionen (Potenzreihen)  eines  reellen  Parameters  t  derart  aus,  daß  für 
die  zusammengehörigen  Werte  6^,  Tq,  t^  die  Differentialquotienten 
d6  :  dt,  dr  :  dt  nicht  beide  verschwinden,  so  erhält  man,  in  gewissem 
Umfang,  eine  Darstellung  der  Kurve  durch  einen  lomplexen  Parameter, 
wenn  man  in  den  Formeln 

^  =  l{6{t),  x{t)),     7j  =  i^{6{t),  r{t)) 

dem  Parameter  t  solche  komplexe  Werthe  beilegt,  die  den  zulässigen 
reellen  Werten  hinreichend  benachbart  sind.^) 
Dieselbe  Überlegung  führt  zu  dem  Satz 

VII.  Jeder  analytische  Faden  liegt  auf  einer  einzigen  analytische)!, 
Kurve. 

Ist  nämlich  der  Faden,  oder  ein  Stück  des  Fadens,  durch  einen 
reellen  Parameter  6  analytisch  ausgedrückt,  |  =  $(ö),  )]  =  >/(^)»  ^^ 
braucht  man  nur  die  zulässigen  reellen  Werte  von  <3  durch  ihnen 
hinreichend  benachbarte  komplexe  Werte  zu  ersetzen,  um  die  Dar- 
stellung eines  Stückes  einer  analytischen  Kurve  durch  einen  komplexen 
Parameter  t  zu  erhalten.  Daß  diese  Kurve  durch  den  Faden  eindeutig 
bestimmt  wird,  erkennt  man  unmittelbar. 

Augenscheinlich  ist  der  Satz  VII,  der  wohl  zuerst  von  C.  Segre 
formuliert  worden  ist,  im  Falle  ebener  Kurven,  mit  dem  allein 
wir   es   hier   zu   tun    haben,    im  wesentlichen  identisch   mit  einem  be- 

1)  Vgl.  die  Abhandlung  des  Verfassers:  Sugli  enti  analitici,  Rendiconti  del 
Circolo  Matematico  di  Palermo,  t.  21,  1906. 
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kannten  Satze  von  H.  A.  Sclnvarz,  den  wir  hier  ebenfalls  anführen 
wollen,  da  er  in  verbreiteten  Lekrbüchern  fehlt,  und  also  wohl  nicht 
als  allen  unseren  Lesern  bekannt  gelten  kann. 

VIII.  Sind  zivei  reelle  analytische  Fäden  nacli  einem  beliebigen 
analytischen  Gesetz  (ganz  oder  zutn  Teil)  aufeinander  bezogen,  so  gibt  es 
eine  einzige  reelle  eigentlich-'konforme  und  eine  einzige  reelle  uneigentlicli- 
Jionforme  Abbildung,  die  eben  diese  Beziehung  der  beiden  Fäden 
beivirJct.  ^) 

Die  analytische  Beziehung  der  beiden  Fäden  kann  man  immer 
dadurch  bewirken,  daß  man  beide  eine  Strecke  weit  analytisch  durch 
einen  und  denselben  reellen  Parameter  darstellt: 

(6)  z  =  z(6),     w  =  u-(ö). 

Legt  man  dem  Parameters  6  nachträglich  geeignete  komplexe 
Werte  bei,  so  erhält  man  die  eigentlich-konforme  Abbildung 

(7 )  z  =  z{t),     u-  =  (c{t). 

Die  Formeln*  (6)  können  aber  auch  so  geschrieben  werden: 

(8)  ^  =  z(0),     u-^n-(6). 

Die  Erweiterung  des  Anwendungsbereiches  der  Formeln  ins  komplexe 
Gebiet  liefert  nunmehr  eine  uneigentlich-konforme  Abbildung  z=z(t) 
w  =  IV  if),  oder  besser 

(9)  s  =  z{t),     ii-=iv{ts. 

Der  Zusammenhang  des  Satzes  VII  mit  der  zweiten  Behauptung 
unter  VIII  erhellt  aus  den  Formeln  (5)  in  §  2.  Man  sieht,  daß  der 
Satz  VII  immerhin  etwas  umfassender  ist  als  der  Satz  VIII:  VII  er- 
streckt sich  auch  auf  den  Fall,  wo  eine  der  mit  z  und  iv  bezeichneten 
Veränderlichen  sich  auf  eine  Konstante  reduziert.  Die  zugehörigre 
Kurve  5  =  l(^),  7^- =  7/(0  ist  dann  eine  Miuimalgerade.  Übrigens 
werden  wir  später  (§  15)  auch  den  Satz  VII  als  besonderen  Fall  eines 
inhaltsreicheren  Theorems  erkennen. 

Eine  andere  Ergänzung  des  Satzes  V  ist  in  folgender  Aussage 
enthalten: 

IX.  Die  regulären  Funlde  einer  analytischen  Kurve  sind  vor  edlen 
übrigen  dadurch  ausgezeichnet ,  daß  in  jedem  von  ihnen  die  Tangente 
Grenzlage  sämtlicher  Sehnen  ist,  die  zwei  benachbarte  Kurvenpunkte 
verbinden. 

Beim  Beweis   darf  vorausgesetzt   werden,    daß    die    Gerade  |  =  ^o 

1;  H.  A.  Schvcarz,  Gesammelte  Werke  11,  S.  150,  151.  Oder  Osgood.  Lehr- 
buch der  Funktionentheorie  Bd.  I  (Leipzig  1907)  S.  584. 
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die   Kurventangente   ist,    so    daß,    wenn   zugleich   S^,  =  )^p  =  0   gesetzt 
wird,  die  Formeln  i3)  die  folgende  Gestalt  annehmen: 

(10;  I  =  f;    r,  =  c^t"-  +  '^u  +  Cj  f "  +  -.+  ... 

{ U  <;{(,<  x^  ..  .;   w,  Xq,  Xj , .  .  .    teilerfremd,  falls  w  >  1  j . 

Ist   dann  s  ein   zweiter  Wert   des  Parameters,   so   bezeichnet  hei 
hinreichend  kleinen  Werten  von  s  und  t  das  Verhältnis 


die  Stellung  der  Verbindungssehne  unserer  dem  Punkte  s  =  t  =  0 
benachbarten  Punkte.  Dieses  Verhältnis  kann  aber  bei  freier  Ver- 
änderlichkeit von  s  und  t  in  der  Grenze  a  =  0,  ^  =  0  nur  dann 
einen  von  der  Art  der  Annäherung  an  diese  Grenze  unabhänsiseu 
Wert  annehmen,  wenn  alle  mit  nicht  verschwindenden  Koeffizienten 
behafteten  Entwicklungsglieder  des  Zählers  durch  den  Nenner  s'"  —  t'" 
teilbar  sind.  Entweder  ist  also  ni  =  1,  oder  es  sind  alle  Koeffizienten 
des  Zählers  gleich  NuU,  woraus  wiederum  m  =  1  folgt,. da  /  ein  bei 
^  =  0  regulärer  Parameter  sein  soll.  — 

Es  darf  vielleicht  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  der 
Begrifi'  der  analytischen  Kurve  keineswegs  den  Begriö'  der  algebraischen 
Kurve  umfaßt,  sondern  nur  den  der  irreduzihlen  algebraischen  Kurve 
—  zumal  dieser  Umstand  schon  übersehen  worden  ist.  Die  al(je- 
hraische  Kurve  ^  ■  r]  =  0  ist  nicht  (inahjtisch.  Für  beide  Arten  von 
Kurven  aber  ist  gleichlautend  die  Definition  der  reellen  Kurve: 

Eine  analytische  oder  algebraische  Kurve  heißt  (nach  Segre)  reell, 
trenn  ihre  Punkte  paarweise  konjugiert-koniplex  sind. 

Eine  algebraische  Kurve  ist  hiernach  dann  und  nur  dann  reell, 
wenn  sie  bei  reellem  Koordinatensystem  durch  eine  algebraische 
Gleichung  /'(£,  tf)  =  0  mit  lauter  reellen  Koeffizienten  rein  dargestellt 
werden  kann.  Daß  eine  reelle  analytische  Kurve  keinen  reellen  Zug 
(Faden),  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  zu  haben  braucht,  zeigt  das 
aus  den  Elementen  bekannte  Beispiel  des  reellen  Kreises  ^^+  >/"+  1=0. 

Unter  Umständen  ist  es  nützlich,  für  die  involutorische  Zuordnung 
oder  Transformation 

t*  _  1^      ^f  _  ;|y^ 

die  jedem  Punkt  der  Ebene  den  konjugiert -komplexen  entsprechen 
läßt,  ein  besonderes  Wort  zu  haben.  C.  Segre  hat  sie  das  Koiijiii^iuni 
genannt.  Dann  kann  obisje  Definition  noch  allgemeiner  so  gefaßt 
werden: 

Eine  geometrische  Figur  heißt  reell,  wenn  sie  das  Konjugium  mläßt. 
Eine  nicht-reelle  Figur  heißt  imaginär. 
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Es  gibt  danach  zum  Beispiel  zwei  verschiedene  Arten  reeller 
Punktepaare,  nämlich  die  Paare  reeller  Punkte  und  die  Paare  kon- 
jugiert-imaginärer  Punkte. 

Eine  analytische  Transformation  (Punkttransformation)  kann  auf- 
gefaßt werden  als  eine  Mannigfaltigkeit  geordneter  Punktepaare 
(i,  1])  — >■  (^*,  ?/■'').  Eine  analytische  Transformation  wird  also  dann 
reell  sein,  wenn  sie  mit  der  konjugiertkomplexen  Transformation 
(I,  Jj)  — >■  (I*,  7/*)  zusammenfällt;  mit  anderen  Worten:  Eine  ana- 
lytische Transformation  ist  reell,  wenn  sie  mit  dem  Konjugium 

(h,  ri)  <--.  (I,  Tt) 

vertaiischhar  ist.  Dieser  Begriff  der  reellen  Transformation  fällt  im 
reellen  Gebiete  mit  dem  gewöhnlich  durch  das  Beiwort  reell  ge- 
kennzeichneten Trausformationsbegriff  dann  zusammen,  wenn  der 
Existenzbereich  unserer  Transfortnation  reelle  Punkte  enthält.  Wir 
sprechen  dann,  wenn  überdies  nur  reelle  Punkte  in  Frage  kommen, 
von  einer  Transformation  reeller  Punkte.  Reell  ist  z.  B.  das  Kon- 
jugium selbst,  das  eine  nicht-analytische  Transformation  ist,  sich  aber 
im  reellen  Gebiete  auf  eine  analytische  Transformation  reeller  Punkte, 
nämlich  auf  die  identische  Transformation  reduziert. 

Schließlich  wollen  wir  noch  auf  einen  Umstand  hinweisen,  der 
weiterhin  für  uns  von  Bedeutung;  werden  wird:  Unter  den  uueig-ent- 
liehen  Punkten  der  Tangenten  einer  analytischen  Kurve  können  ganze 
Gebiete  der  uneigentlichen  Geraden  fehlen.  Es  seien  cp(t)  und  1^(1) 
zwei  eindeutige  analytische  Funktionen  mit  gemeinsamer  natürlicher 
Grenze,  Funktionen  etwa,  deren  gemeinsamer  Existenzbereich  bei 
Deutung  von  /  in  der  Gauß  sehen  Ebene  als  ein  kreisförmiges  Gebiet 
erscheint.  Es  möge  ferner  das  Verhältnis  (p(t)  :  ilj(t}  nicht  konstant 
und  stets  imaginär  sein.^)  Dann  gibt  es  unter  den  Tangenten  der 
Kurve 

l^j\{t)dt,     ri=j'tp{t)dt, 

die  nicht  eine  Gerade  ist,  offenbar  keine  mit  reeller  Stellung  oder 
Richtung,  keine  nämlich,  die  einen  reellen  uneigentlichen  Punkt 
enthielte.  Dergleichen  ist  durchweg  wohl  zu  beachten,  da  man 
andernfalls  zur  Formulierung  unzutreffender  Behauptungen  kommen 
müßte. 

1)  Es  sei  zum  Beispiel  t  <^1  der  Existenzbereich  von  qp(<).  Dann  hat  das 
Funktionenpaar  ep{t)  und  ip  (t)  ^=  {t  —  i)  cp  {()  die  verlangten  Eigenschaften. 
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§   ö. 

Die  reellen  Bilder  der  ebenen  analytischen  Kurven. 

Das  Ergebnis,  das  wir  im  folgenden  genauer  darlegen  werden, 
läßt  sich  etwa  so  ausdrücken: 

Das  erste  Bild  einer  analytischen  Kurve  ist  im  allgemeinen  irgend- 
eine (reelle)  uneiyentlich-lonforme  Transformation  z — >u-. 

Das  ziceite  Bild  einer  analytischen  Kurve  ist  im  allgemeinen  eine 
spezielle  (reelle)  eigentlich-flächentreue  Transformation  Z — yW. 

Von  den  regulären  Stellen  läßt  sich  nämlich  folgendes  behaupten: 

Wenn  die  Tangente  einer  regulären  Stelle  {^,  ri'^t)  nicht  Minimal- 
gerade ist,  so  verhält  sich  das  erste  Bild  der  Kurve  in  der  Umgehung 
der  zugehörigen  PunJde.z,  u'  rcgiüär. 

Das  heißt,  es  lassen  sich  um  diese  beiden  Punkte  herum  zwei 
Bereiche  abgrenzen,  die  durch  die  Transformation  z — >w  vollkommen 
eindeutig,  stetig  und  uneigentlich-lionform  aufeinander  abgebildet  werden. 
Ahnlichen  Sinn  hat  der  Satz: 

Wenn  die  Tangente  einer  regulären  Stelle  (l,?/;/)  heine  reelle 
Bichtung  hat,  so  verhält  sich  das  ziveite  Bild  der  Kurve  in  der  Um- 
gehung der  zugehörigen  Punkte  Z,  W  regulär  und  stellt  dort,  eine  ge- 
ivisse  eigentlich-flächentreue  Transformation  dar. 

Beide  Sätze  liegen  nach  unseren  Ergebnissen  über  die  Bilder  von 
geraden  Linien  sehr  nahe.  Indessen  wollen  wir  doch  die  Formeln 
anführen,  die  die  Sätze  unmittelbar  zum  Ausdruck  bringen  und  die 
mit  Hilfe  der  bekannten   Umformungen 

i^/  =  :^  =  _  i  ^-1      Ü=  ^=  i  ^ 

dt       06  dr'     ^1        da  dt^ 

der  Diiferentialquotienten  einer  Funktion  f{t)  eines  komplexen  Argu- 
mentes /=  ö  +  ^'t '"abgeleitet  werden  köunen: 


(1) 


(2) 


«„  j/(j  I  /(?!        .  fZrj\  /dh,        .  d?i\  dz     dz 

Xr.yt\  ^^'*       ^(fi)\dl       ^  dV  ~~'di'  Yt' 

v„  tvj  ~       ^^^       *  ''^)  ^dt       ^  dl)  ~        dt  '  d~t 

\X„Y„   _^    l,lj    _'U„V„\ 

\^rYr      '\mni      \ü,v^' 


worin  die  Indizes  partielle  Differentiationen  bedeuten.  (Zur  Um- 
formung des  ersten  Ausdruckes  in  der  ersten  Formel  (1)  benutzt  man 
z.  B.  die  ersten  zwei  der  vier  Formeln  (2)  und  die  Formeln  (5)  des 
§  1,  S.  \\  10  usw.)    Nach  den  Formeln  (2)  sind  die  beiden  Funktional- 
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determinaiiten  von  X,  Y  und  U,  V  nach  ö,  t  einander  gleich,  und  sie 
sind  überall  von  Null  verschieden,  wo  die  durch  das  Verhältnis  1^:?/^ 
bezeichnete  Tangentenrichtung  imaginär  ist.  Alle  regulären  Stelleu 
dieser  Art  werden  demnach  die  Eigenschaft  haben,  daß  in  ihrer  Um- 
gebung die  Flächeninhalte  zugeordneter  Figuren  einander  gleich  sind. 
Wir  nehmen  nunmehr  bis  auf  iceiteres  an,  daß  die  Voraussetzungen 
der  beiden  letzten  Sätze  zugleich  bestehen.  Die  dadurch  gekennzeichneten 
Punkte  einer  analytischen  Kurve  nennen  wir  Punlic  allgemeiner  Lage^) 
und  die  zugehörigen  Stellen  der  beiden  Bilder  ebenfalls  Stellen  allgemeiner 
Lage.  Damit  werden  drei  Familien  von  analytischen  Kurven,  aber 
auch  keine  anderen,  gänzlich  ausgeschlossen,  nämlich  die  2  •  oo- 
Minimalgeraden  und  die  (^c^  Geraden  mit  reeller  Richtung,  also  nur 
solche  Kurven,  deren  Bilder  wir  schon  früher  untersucht  haben  (§  3). 
Für  alle  übrigen  Kurven  ergeben  sich  jetzt  einfache  Beziehungen 
zwischen    den    beiden    Bildern,     die,     wenn    wir     das    Bogenelemeut 

Yd^^  +  dr]^  mit  ds  =  dö  -\-  idx  bezeichnen,  in  den  folgenden  Formeln 
ihren  Ausdruck  finden  [vgl.  §  2,  (4)  — (6),  S.  20,  21]: 

I        \  { ds"  +  d^- }  =  {da  -  dx)  {de  +  dr) 
I    ==du-  dx  +  dr  ■  dg  =  du •  d X  +  dV •  dY , 

^.{ds''-dr-}  =^2d6dr 
=  -  [du  •  dy  -  dv  ■  dx]  =  -  ^    [dlP ^  dV'- dX' -  dY'], 


(3) 


(4) 


(5- 


^{dt.d7,-dl.dv} 
=  \\du'-+dr''-dx^-dy-]  =-  [dU •  dY -  dV ■  dX] 


Der  Ausdruck  (5),  den  wir  der  VoUständicrkeit  halber  hinzucre- 
fügt  haben,  ist  nach  Voraussetzung  von  Null  verschieden ;  das  bedeutet 
z.  B.  für  das  zweite  Bild,  daß  an  den  SteUeu  allgemeiner  Lage  zwei 
zusammengehörige  (natürlich  reeUe)  Fortschreitungsrichtungen  nie 
parallel  werden. 

Indem  wir  nun  die  Formeln  ( 3)  und  (4 )  in  Worte  fassen,  wollen 
wir  unsere  Resultate  noch  ein  wenig  ergänzen,  indem  wir  auf  die 
aus  den  Formeln 

2dZ={l  +  0  d^  +  (1  -  0  ^^, 
^^^  2fZ ]r  =  (1  -  0  dz  +  (1  -f-  0  dw , 

1)  Punkte  allgemeiner  Lage  sind  daher  stets  regulär,  während  das  um- 
gekehrte nicht  zutrifft. 

Study,  Geometrie  I.  4 
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(Nr.  10,  §  1,  S.  13)  abzulesende  gegenseitige  Lage  der  beiden  Bilder 
Rücksicht  nehmen. 

In  jedem  von  Stellen  allgemeiner  Lage  gebildeten  Gebiet  der  he- 
trachtefen  analytischen  Kurve  gibt  es  2  •  oo^  Fäden  mit  reellem  Quadrat 
des  Bogenelementes 

6  =  const. ,     T  =  const. 

und  2  •  oo^  Fäden    mit   rein  imaginärem    Quadrat  des  Bogenelementes 
6  —  T  =  const.,     6  -{-  X  =  const. 

Diesen  Scharen  von  Fäden  entsprechen  in  beiden  Bildern  Scharen  von 
Kurvenpaaren  (gepaarten  Fäden)  m,it  ausgezeichneten  F i genschaften: 

1.  1.  In  den  Punlctfeldern  {z),  {iv)  bilden  die  Kurven  (Fäden) 
6  =  const.,  T  =  const.  swei  (isotherme)  ortJiogonaJe  Netze'^),  die  unter 
Parallelismus  entsprechender  Tangenten  einander  zugeordnet  sind. 

IL  In  den  Feldern  (Z),  (TL)  sind  die  Kurven  (Fäden)  6  =  const. 
und  ebenso  t  =  const  isometrisch,  gepaart. 

In  zugeordneten  Punlden  sind  die  Tangenten  der  Kurven  6  =  const. 
[t  =  const.]  des  einen  Punldfeldcs  parallel  zu  den  Tangenten  der  Kurven 
X  =  const.  [ö  =  const.]  des  anderen. 

Wir  werden  dies  kürzer  mit  den  AVorten  beschreiben:  Die  ge- 
nannten Kurven  sind  uechselparaUel. 

2.  1.  In  den  beiden  Feldern  {z),  {w)  bilden  die  Kurven  ^—t  =  const., 
6  -{-  X  =  const.  zwei  (isotlierme)  orthogonale  Netze,  die  unter  Orthogona- 
lität  entsprechender  Tangenten  gepaart  sind. 

Dafür  können  wir  kürzer  sagen:  Die  Kurven  sind  ivechsel- 
normal. 

IL  In  den  Punldf eidern  (Z),  (TL)  bilden  die  Kurven  6  —  x  =  const , 
0  -\-  X  =  const.  zwei  (nicht  isotherme)  orthogonale  Netze,  die  unter  Ortho- 
gonalität  entsprechender  Elemente  gepaart  sind. 

L,  IL  In  edlen  vier  Punldfeldern  (z),  (iv),  (Z)  und  {W)  halbieren 
die  Kurven  ö  T  t  =  const.  die  Winlcl  der  Kurven  6  =  const.,  x  =  const. 


1)  Das  heißt,  diese  Kurven  oder  vielmehr  Fäden  durchsetzen  einander 
orthogonal,  abgesehen  von  Stellen  besonderen  Verhaltens.  Können  solche  ein- 
ander orthogonal  durchsetzende  Fäden  in  der  Gauß  sehen  Ebene  einer  kom- 
plexen Veränderlichen  dadurch  erhalten  worden,  daß  man  den  reellen  und 
den  rein -imaginären  Bestandteil  einer  Funktion  dieser  Veränderlichen  einzeln 
konstant  setzt,  so  spricht  man  von  einem  isothermeii  Netz  (oder  „Orthogonal- 
system"). (Vgl.  Bianchi'  (Lucat),  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie, 
'2.  Aufl.,  Leipzig  1910,  §  37  —  39  auf  S.  69 ff.)  Natürlich  wird  diese  Begriffs- 
bildung am  zweckmäßigsten  gleich  für  das  komplexe  Gebiet  formuliert 
(isothermes  Netz  von  Kurven  oder  Kurvenstücken);  doch  kommt  hier  eben  nur 
der  reelle  Fall  in  Betracht.  Von  den  Kurven  (reellen  Fäden)  eines  reellen 
isothermen  Netzes  sagt  man  auch,  aus  bekannten  Gründen,  daß  sie  „die  Ebene 
in  kleine  Quadrate  teilen"  (gemeint  ist  ein  Stück  der  reellen  Membran  der  Ebene). 
Vgl.  Darboux,  Theorie  des  surfaces,  I,  2.  Chap.  lU  (pp.  14G— 159). 
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Ferner  stimmt  in  den  Felderti  (Z),  (TF)  das  Paar  der  Tangenten- 
richtungen der  Kurven  (?  +  tr  =  const.  7nit  dem  Paar  der  Tangenten- 
richtungen der  Kurven  a  =  const.,  x  =  const.  in  den  Feldern  {/),  {iv) 
überein. 

Einfacher  und  ungleich  voll- 
ständiger als  durch  diese  notwendiger- 
weise lano'atmicreu  Wortbeschrei- 
bungen  läßt  sich  die  Beziehuüg; 
der  Punktfelder  durch  eine  Zeich- 
nung verdeutlichen  (Figuren  6  a 
und  6  b). 

Wir  ersetzen  unsere  Kurve 
durch  ihre  Tangente  an  einer  Stelle 
allgemeiner  Lage  (|q,  r^Q).  Was  dann 
für  das  Bild  dieser  Geraden  im  großen 
gilt,  wird  für  die  Kurve  an  der  be- 
trachteten Stelle  im  Infinitesimalen  in  erster  Annäherung  gelten.  Zu 
Koordinatenachsen  nehmen  wir  die  reellen  Winkelhalbierenden  zwischen 
unserer  Kurventangente  und  der  zu  ihr  konjugiert-komplexen  Geraden. 


Fig.  6  a. 


cff(5-r|=o 


i7  (fr-=ö 


d[G  +  T]=o 


^/C 

\ 

"7^ 

\/ 

A 

N-y' 

i^ 

,_^'^ 

Dieses  Achsenpaar  ist  dann  unzweideutig  bestimmt,  da  nach  Voraussetzung 
die  Kurventangente  weder  reell  noch  eine  Minimalgerade  ist.  Be- 
zeichnen wir  den  (rein-imaginären)  Winkel,  den  die  Kurventangente 
mit  der  Achse  der  %  einschließt,  mit  ia  und  setzen  wir  dann  e~"=-  /. 

4* 
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so  wird  cos  ia  =       ■    —     und    sin  ia  =  — ^r  -  .      Die  Tanorente    wird 

2  2?  ° 

daher,  wenn  wir  einen  Wert  der  Entfernung  eines  ihrer  Punkte  vom 
reellen  Punkt  der  Geraden,  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  mit 
6  +  it  bezeichnen,  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

l  =  "-^2-—  •  (^  +  «'^)  V  n  =  """^f  '  •  (^  +  ?t)  . 

Ihre  beiden  reellen  Bilder  werdeu  also  durch  die  folgenden  Formeln 
gegeben: 

I. 

M  =  x(?,         v=       jct;         IV  =  y.      •(ö  +  ?.'r); 

IL 

In  der  (ö,  r)-Ebene  nehmen  wir  jetzt  einen  Kreis  an  —  das  heißt 
hier,  dessen  reellen  Faden  —  mit  dem  Punkt  {6^,  r^)  als  Mittelpunkt, 
der  dem  Punkte  {t^,  r^ß)   zugeordnet  ist: 

Sodann  konstruieren  wir  in  den  vier  Feldern  {z),(tü),{Z)  und  {W) 
die  entsprechenden  Figuren: 

(x  -  x^y-  +  (y/  -  y^Y  =  K-  2,     {u  -  u^y  +  (v  -  v^?  =  x-; 
2(X-Xo)^        2{Y~Y,r-  _  2(^-0;)^        2(F-F„)»  _ 

Die  Figuren  entsprechen  der  Annahme  x  >  1,  d.  h.  die  gerade 
Linie,  deren  Bilder  wir  betrachten,  liegt  in  dem  Gebiete,  das  die 
linlxseitigen  Minimalgeraden  enthält.  ^)  Hätten  Avir  in  der  Figur  dem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  ^^  den  größeren  Halbmesser  gegeben,  so 
würden  wir  auf  den  beiden  Ellipsen  an  Stelle  des  positiven  Umlauf- 
sinnes den  negativen  erhalten  haben  und  die  Gerade  hätte  dem  Ge- 
biete angehört,  das  die  rechtseitigen  Minimalgeraden  enthält.  Der 
Übergang  von  den  Figuren  der  einen  Art  zu  denen  der  anderen 
geschieht  durch  die  Bilder  der  Geraden  mit  reeller  Richtung  hindurch. 
In  diesem  Grenzfalle  arten  beide  Ellipsen  in  doppelt-überdeckte  Stücke 


1)  I  —  üj  =  0  und  I -(- i?]  =  0  sind  die  Gleichungen  der  link.seitigen  und 
rechtseitigen  Minimalgeraden  durch  den  Anfangsjjunkt  der  Koordinaten.  Siehe 
S.  9.  Die  beiden  Gebiete,  von  denen  im  Texte  die  Rede  ist,  werden  getrennt 
durch  die  Geraden  mit  reeller  Richtunsr. 
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gerader  Linien  aus,  während  bei  Minimalgeraden  einer  der  beiden 
Kreise  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht  und  die  Ellipsen  in 
Kreise  übergehen.     Vgl.  §  3. 

§  7. 
Einschaltnng  über  Abbildungen. 

Wir  benötigen  für  das  Folgende  gewisse  Sätze  über  Ab- 
bildungen oder  Punkttransformationen,  die  wir  nunmehr  entwickeln 
wollen.  Diese  Leh];sätze  gehören  zum  Teil  der  allgemeinen  Flächen' 
theorie  an.  Indessen  Averden  wir  uns  nicht  auf  vorhandene  derartige 
Untersuchungen  stützen;  auch  werden  wir  die  Beschränkung  auf  die 
Ebene  festhalten.  Wir  wünschen  nämlich  unseren  Überlegungen  einen 
möglichst  elementaren  Charakter  zu  wahren;  auch  dürften  nach  einem 
Referat,  das  Herr  Voß  in  der  mathematischen  Enzyklopädie  gegeben 
hat  ( Art.  III,  D,6  a),  die  Dinge,  auf  die  es  uns  hier  ankommt,  nicht  oder 
nicht  in  einer  unseren  Absichten  entsprechenden  Form  in  der  vor- 
handenen Literatur  zu  finden  sein.  —  Wir  heschränlcen  uns  der  Kürze 
lidlher  auf  die  Untersuchung  reeller  analytischer  Ahhildungen,  und  zwar 
solcher,  die  bereits  im  reellen  Gebiete  existieren. 

Das  nächstliegende  Verfahren,  eine  solche  Abbildung  z  — >  iv 
reeller  PunJde  darzustellen,  besteht  darin,  daß  man  die  Koordinaten 
u,  V  des  Punktes  fw)  als  (reeUe,  analytische)  Fimktionen  der  Koor- 
dinaten X,  y  des  Punktes  iz)  ausdrückt.  Mit  der  Anwendung  dieser 
Methode  ist  indessen  nicht  nur  der  Xachteil  verbunden,  daß  die 
Symmetrie  zwischen  z  und  iv  gestört  wird,  sondern  auch  der  schwerer 
wiegende,  daß  den  einmal  spezialisierten  Koordinaten  x,  y  fast  jede 
Anpassungsfähigkeit  mangelt.  Wir  benutzen  daher,  wie  in  der  Flächen- 
theorie üblich,  andere  Koordinaten,  sogenannte  Parameter  ^,  g,  indem 
wir  uns  x,  y,  u,  v  in  einem  gewissen  Bereich  als  reeUe  analytische 
Funktionen  dieser  Größen  ausgedrückt  denken. 

Bedeuten  ^  und  y.  zwei  Funktionen  von  p  und  q,  so  wollen  wir 
für  die  Funktionaldeterminante  von  qp  und  x  nach  p  und  q  die  Ab- 
kürzung gebrauchen 

Für  drei  Funktionen  (p,  x,  t  "^on  j^  ^'^^^  2  (f^ie  natürlich  einen  Be- 
reich   gemeinsamer   Existenz    haben    müssen)    besteht    identisch    die 

Beziehung 

Ulf}     (IX     iiw 

die  wir  mit  Hilfe  unserer  Abkürzung  auch  so  schreiben  können 
(2)  {li')dq>  +  {i'cp)dx  +  {^>%)dxi,  =  0. 
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dx 
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% 
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Die  Zuordnung  z  — >•  u-  verdient  den  Namen  einer  Äbhildunfj 
oder  Transformation,  wenn  keine  der  Funktionaldeterminauten  (xy) 
und  (uv)  identisch  verschwindet. 

Wir  erklären  jetzt  als  eine  Stelle  regulären  Verhaltens  der  Trans- 
formation 0  — >  w  eine  solche,  an  der  bei  geeigneter  (von  uns  als 
regulär  bezeichneter)  Parameterdarstellung  die  Funktionaldeterminanten 
(xy)  und  (uv)  beide  auch  tatsächlich  von  Null  verschieden  sind.  Für 
diese  Stellen  bestehen  dann  folgende  Beziehungen,  die  sich  als  Sonder- 
fälle der  Relation  (2)  ergeben: 

{xij)dp^       y^dx  —  x^dy, 

.  i^y)  dq^-  y^dx  +  x^dy ; 

(wv)<?p=       v^du  —  u^dv , 

{uv)dq  —  —  Vpdu  -\-  u^dv  ; 

{xy)du^:       {uy)dx  —  {ux)dy , 

{xy)dv=       {vy)dx—{vx)dy; 

(4) 

{uv)dx  =  —  {vx)du  +  {ux)dv , 

(uv)dy  =  —  (vy)du  +  (uy)dv. 
Wir  drücken  jetzt  einen  Teil  vom  Inhalt  der  Gleichungen 


dx  dy 
dx  dy 

=  {xy) 

dp  dq 
dpdq\ 

du  dv ' 
du  dv 

=  {uv) 

dp  dq 
dp  dq 

in  der  in  solchen  Fällen  üblichen  zwar  nicht  genauen  aber  wegen 
ihrer  Kürze  zweckmäßigen   und  nicht   mißzuverstehenden   Form   aus: 

Das  Verhältnis  der  FunMionaldeterminanten  {xy)  :  {uv)  gibt  das 
Verhältnis  entsprechender  Elementar  flächen  der  Punktfelder  (s),  (w)  an, 
und  zwar  auch  dem  Vorzeichen  nach. 

Hieraus  folgt: 

Eine  vorgelegte  Transformation  z  — >■  iv  ist,  (natürlich  im  Gebiete 
regulären  Verhaltens)  eigentlich-flächentreu,  wenn 

(5)  (uv)-  {xy)^0, 
und  sie  ist  un  ei  gentlich -flächentreu,  wenn 

(6)  {uv)  +  {xy)  =  0 

ist.  Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  daß  sich  dieses  Kriterium  noch  in 
eine  andere  Form  bringen  läßt.  Differentiieren  wir  nämlich  nach  p 
und  q,  so  ergibt  sich: 
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Die  Gleichung  (5)  z.  B.  sagt  aus,  daß  einer  und  folglich  jeder  d^r 
AusdrücJce 

udv  —  xdy ,     udv  +  ydx 

vdu  —  ydx,     vdu  -f  xdy 

ein  vollständiges  Differential  ist. 

Dies  kann  man  dazu  benutzen,  die  flächentreuen  Transformationen 
durch  explizite  Formeln  darzustellen.  \) 

Auf  eine  den  Gleichungen  (5),  (6)  ähnliche  Form  lassen  sich,  wie 
wir  schon  hier  bemerken  wollen,  offenbar  auch  die  Kriterien  für  die 
Konformität  einer  vorgelegten  Abbildung  bringen: 

Eine  vorgelegte  Transformation  z — >k  ist  eigentlich-Jconform,  wenn 

(7)  (ux)-ivy)  =  0,     {Hy)  +  {vx)=0, 
sie  ist  uneiyentlich-lxonfonn,  tccnn 

(8)  (ux)  +  ivy)  =  0,     {uy)  -  {vx)  =  0 
ist. 

Man  bestätigt  dies  dadurch,  daß  mau  x  ^  p,y  -=  q  einführt,  wo- 
durch man  auf  die  bekannten  Formeln  der  Funktionentheorie  zurück- 
kommt. 

Ist  eine  der  Gleichungen  (5),  (6),  oder  eines  der  Gleichungs- 
paare (7),  (8)  nicht  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte  von  p  und  q,  er- 
füllt, wohl  aber  an  einer  bestimmten  Stelle  \z,  w),  so  sagen  wir,  daß 
die  betrachtete  Transformation  an  dieser  Stelle  die  betreffende  Eigen- 
schaft hat. 

Wir  wollen  jetzt  mit  s  eine  sonst  beliebige  reelle  Größe  be- 
zeichnen, die  wir  uns  so  bestimmt  denken,  daß  ihr  Vorzeichen  gleich 
dem  Vorzeichen  des  Verhältnisses  (xy)  :  {uv)  wird.  Setzen  wir  dann 
die  Gleichunsen  an 


(9) 


"^^ +'<!''- WU-^' 


du-  +  dv-  =  ^  1/  >^ 
2    V   (xy) 


1)  Setzt  man  z.  B.  0  :=  /  udv  —  xdy  und   sieht  man  i,y  und  <I>  als  übri- 
gens willkürliche  bekannte  Funktionen  von  p  und  q  an,   so   kann   man  aus  den 

Gleichungen 

uvj,  —  xyp  =  ^j, 

uv,j  —  xy.j  =  ^,j 

X  und  H  berechnen,  vorausgesetzt  daß  (t??/)  ^  0  ist.  In  diesem  Sonderfall  kann 
man  von  einer  anderen  der  vier  obigen  Gleichungen  ausgehen,  da  nicht  alle  vier 
Determinanten  {ux).  (i\'/),  {uy)  und  {vx)  gleichzeitig  identisch  verschwinden 
können.     Oder  man  kann  den  Grenzfall  auch  ohne  Schwierigkeit  direkt  erledigen. 
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und  ziehen  wir  darin  die  Wurzeln  positiv  aus,  was  durch  die  Wahl 
des  besoudereu  Wurzelzeichens  angedeutet  ist^),  so  erhalten  wir  zwei 
um  die  Punkte  z,  %v  beschriebene  reelle  Kreisfädeu  (die  in  der 
Figur  7  mit  K.  und  K^  bezeichnet  sind)-,  so  entstehen  zwei  Kreise, 
deren  Flächenverhältnis  absolut  gleich  ist  dem  Verhältnis  {xy)  :  (itt") 
zugeordneter  Elementartlücheii.  Jedem  dieser  Kreise  entspricht  in 
dem  anderen  Punktfeld  eine  Ellipse  {ß,  uud  £"„.),  deren  Fläche 
absolut  gleich  ist  der  Fläche  des  anderen  Kreises.  Ist  die  Ab- 
bildung an  der  betrachteten  Stelle  konform,  so  fallen  in  jedem  der 
beiden  Punktfelder  Ellipse  und  Kreis  zusammen,  in  allen  Fällen 
aber  haben  die  beiden  Ellipsen  dieselbe  Gestalt.  Sie  liegen  (bei  nicht 
konformer  Abbildung)  so,  daß  der  Richtung  der  großen  Achse  der 
einen  die  Richtung  der  kleinen  Achse  der  anderen  zugeordnet  ist  und 


Fig.  7. 


umgekehrt.  Man  macht  sich  diese  Verhältnisse  am  einfachsten  deut- 
lich, wenn  man  bemerkt,  daß  die  Transformation  z  —>  w  im  Infini- 
tesimalen durch  eine  affine  Transformation  ersetzt  werden  kann  (siehe 
Nr.  4).  Man  schließt  hieraus  weiter,  daß  es  in  den  affinen  Kegel- 
schnittbüscheln, deren  eines  durch  Kreis  und  Ellipse  um  z,  und 
deren  anderes  durch  Ellipse  und  Kreis  um  w  bestimmt  ist,  zwei  ein- 
nnäer  ziigeordnetr  Ellipsen  von  derselben  Gestalt  gibt,  die  so  aufein- 
ander bezogen  sind,  daß  der  großen  Achse  der  einen  die  kleine  Achse 
der  andern  entspricht  und  umgekehrt.  Wir  wollen  diese  beiden 
Kurven  Indicatrices  der  Ähhildwif/  nennen. 

31it  jeder  Stelle  regiäären  Verhaltens  der  Transformation  z  — >■  w 
reeller  FunJite  sind  also  zwei  zueinander  ähnliche  Ellipsen,  die  Indicatrices, 
verbunden,  die  nach  Gestalt  und  Lage,  übrigens  aber  nur  in  iltreni 
Größenverhältnis  bestimmt  sind. 


1)  Diese  sehr  zweckmäßige  Bezeichnungsweise  rührt  von  Herrn  0.  Stdiide  her. 
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Sind  diese  Kurven  (oder  vielmehr  Fäden )  Kreise,  so  ist  die  Äb- 
hilduny  an  der  betrachteten  Stelle  konform  (winkeltreu);  andernfalls  sind 
die  beiden  Indicatrices  in  der  Weise  affin  aufeinander  bezogen,  daß 
ihre  großen  und  kleinen  Achsen  einander  ivechseliveise  entsprechen. 

Die  Gleichungen  der  Indicatrices  kann  man  in  eine  beiden  ge- 
meinsame Form  setzen: 

(10)  dx^+d^*-   ,   du^-\-^dv-  ^  ^ 


I    im)  V  {xy) 


In  der  Tat,  führt  man  hier  z.  B.  für  du  und  dv  die  Veränderlichen 
dx  und  dij  ein,  so  ergibt  sich  links  eine  quadratische  Form  in  diesen 
Veränderlichen  und  damit  die  Gleichungsform 

a^^dx--\-  2a^.-,dxdy  +  ^22^^^^=  ^• 

Neunen  wir  er  und  /3*  die  Quadrate  der  Halbachsen  der  durch  die 
letzte  Gleichung  dargestellten  Ellipse,  so  haben  wir  zu  deren  Be- 
stimmung die  beiden  Gleichungen 

£    ,    J_  _  1      _  _     o   . 

^^2   ''     rf*  '^11     '     ^-2.'        ß2/3*  ~~  '^11^22  ^12  5 

das  Verhältnis  er :  /3'  hängt  daher  von  folgendem  Ausdruck  ab 

(11)  i'^ijjh^^l!.  =  4.    !  jux)  ±  (vy)  }  -  +  {  (utj)  ^  (vx)  ]  ^ 

«ii«82  — «fs        ~  {xy)(uv) 

(wo  positiven  Werten  von  (xg)  :  (uv)  die  oberen  und  negativen 
Werten  die  unteren  Vorzeichen  entsprechen).  Daraus,  daß  sich  weder 
die  Gleichung  (10)  noch  die  rechte  Seite  von  (11)  ändert,  wenn  man 
gleichzeitig  x  mit  u  und  y  mit  v  vertauscht,  folgt  nun  sofort  die 
Ähnlichkeit  der  beiden  durch  die  Gleichuug  (10)  dargestellten  Ellipsen. 

Um  Folgerungen  aus  den  besprochenen  Tatsachen  bequemer  in 
Worte  fassen  zu  können,  ist  es  nützlich,  noch  einige  Begriffsbildungen 
vorzunehmen. 

Wir  wollen  zwei  in  der  Transformation  z  — *■  w  zusammenjjehöris'e 
Fortschreitungsrichtimgen  (eigentlich  und  besser  zwei  Paare  entgegen- 
gesetzter Richtungen,  die  jedoch  hier  nicht  unterschieden  werden  sollen) 
mit  dx:dy  und  du:dv  bezeichnen.    Den  zugehörigen  Grenzwert  des 

Quotienten  ^_____ 

ydu^-\-dv* 

yWx^dp 

werden  wir  die  zu  diesem  Eichtungspaar  gehörige  Dehnung  nennen.  Als 
mittlere   Dehnung   wollen   wir   ferner   die   positive  Quadratwurzel   aus 
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dem  absoluten  Betrage  des  Grenzverhältnisses  zugehöriger  Elementar- 
flachen,  also  die  Größe 


I 


bezeichnen.  Die  Diagonalen  der  den  Indicatrices  umschriebenen 
Rechtecke  geben  in  beiden  Feldern  (^i  und  (tr)  die  Ixicldungen  miit- 
lerer  Delinung  an,  die  Richtungen  nämlich,  in  denen  die  Dehnung 
schlechthin  mit  der  mittleren  Dehnung  übereinstimmt.  Die  Haupt- 
achsen hingegen  geben  die  Piichtungen  extremer  Dehnnmi;  für  diese 
nimmt  die  Dehnuntj  die  Werte  an: 


{xy) 

Außerdem  wird  man  noch  die  isometrische)!  Richtungen,  für  die 
die  Dehnung  gleich  der  Einheit  wird,  als  ausgezeichnete  Richtungen 
ansehen.  Sie  sind  (im  komplexen  Gebiete)  in  der  Regel  paarweise 
vorhanden  und  bezüglich  der  Hauptachsen  der  charakteristischen 
Ellipsen  symmetrisch  gelegen.  Ungleich  den  zuvor  betrachteten 
Richtungen  sind  sie  aber  bei  einer  Transformation  reeller  Punkte 
nicht  notwendig  verschieden  oder  auch  nur  reell.  Sie  sind  vielmehr 
nur  dann  reell,  wenn  die  Indicatrices  mit  zugeordneten  Hauptachsen 
aufeinander  gelegt  sich  in  reellen  Punkten  schneiden  oder  zum 
mindesten  berühren.^) 

Stellen  singulären  Verhaltens  für  die  eine  oder  andere  Art  der 
genannten  Richtungen  finden  sich  nur  unter  denen,  für  die  die  Be- 
dingungen der  konformen  Abbildungen  erfüllt  sind.  Schließen  wir 
diese  Stellen  aus  und  fassen  wir  dann  die  einzelnen  Richtungen  zu 
Kurven  (Fäden)  zusammen,  so  können  wir  das  Wesentliche  des  Vor- 
getragenen so  ausdrücken: 


1)  Setzt  man  zur  Abkürzung 

j  =  i^ii  +  «22)'  _  ,  { ("^)  +  (^y)  J '  +  { 0<j/)  +  (^'^0 } ' 

*        «11  «22  — «12       ■"  ixy)(uv) 

und 

j   _  («11  -  «22)'  +  4  al,  _  _^  (  jux)  :f(vy)]^+{  {uy)  ±  (vx)  }  '- 

-  ^'1,0.22  — «12  —  ix'j)i^iv) 

so  wird 

2)  In  der  Figur  7  ist  die  Ko)tstruktio)i  der  isometrischen  Richtungen,  die 
durch  strichpunktierte  Linien  hervorgehoben  sind,  angegeben.  Um  z.  B.  die 
isometrischen  Richtungen  durch  z  zu  erhalten,  schlägt  man  um  diesen  Punkt 
einen  Kreis,  der  den  gleichen  Halbmesser  hat,  wie  Ä",,. .  Dieser  schneidet  E.  in 
Punkten,  die  die  isometrischen  Richtungen  liefern. 
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Bei  jeder  nicM-lionformen  Abbildung  z  — >  tr  reeller  PunJde  sind 
die  Kurven  (Fäden)  mittlerer  und  extremer  Dehnung  völlig  bestimmt}) 

Durcli  jede  reguläre  Stelle  {z,  w),  an  der  die  Transformation  z — >n- 
nicht  den  Charahter  einer  konformen  Abbildung  hat,  gehen  zwei  Kurven- 
paare von  jeder  der  genannten  Arten. 

Diese  Kurven  mittlerer  und  extremer  Dehnung  sind  stets  reell  (haben 
stets  reelle  Züge).  Die  Kurven  extremer  Dehnung  halbieren  die  WinJcel 
sowohl  zwischen  den  Kurven  mittlerer  Dehnung  als  auch  zwischen  den 
Kurven  der  Dehnung  Eins,  also  zwischen  den  Kurven,  die  mit  den  zu- 
gehörigen Kurven  des  andern  Feldes  isometrisch  gepaart  sind. 

Die  Kurien  extremer  Dehnung  bilden  mitliin  in  jedem  der  beiden 
Funl'tf  eider  ein  orthogonales  Netz,  und  diese  beiden  Systeme  von  2  •  oo^ 
Kurven  sind  überdies  (bei  nicld -honformer  Abbildung)  die  einzigen 
einander  zugeordneten  orthogonalen  Netze. 

Die  folgenden  Formeln  geben  die  DiflFerentialgleichungen  der  drei 
Arten  ausgezeichneter  Kurven  oder  vielmehr  Fäden.  Die  isometrischen 
Kurvenpaare  sind  natürlich  ohne  weiteres  bestimmt  durch  das  Ver- 
schwinden des  Ausdrucks 

(12)  du^  +  dv^  -  dx^  -  dy", 

den  man  nach  Bedürfnis  in  den  Veränderlichen  x,  y  oder  u,  v  oder 
endlich  p,  q  schreiben  wird.     Diese  reellen  Fäden  existieren,  wo 

{uxy-^  {m/r-+  {vxy+  {vijY-  {uvy-  ixyy>  0 

ist.  Verschwindet  der  angeführte  Ausdruck  identisch,  so  gibt  es  nur 
eine  Schar  isometrischer  Kurvenpaare,  die  dann  gleichzeitig  eine  Schar 
von  Kurven  paaren  extremer  Dehnung  ist. 

Die  Kurvenpaare  mittlerer  Dehnung  erhält  man  ebenso,  wenn 
man  den  Ausdruck 

(13)  {xy)  [  du''  +  dv') }  +{uv)  [  dx"'  +  dg'  ] 

gleich  Null  setzt,  und  hierbei  wie  zuvor  z.  B.  das  obere  Vorzeichen 
gelten  läßt,  wenn  (xy)  :  {uv)  >  0  ist. 

Endlich  erhält  man  die  Differentialgleichungen  der  Kurven  extremer 
Dehnung,  wenn  man  ausdrückt,  daß  zwei  zueinander  senkrechten  Fort- 
schreitungsrichtungen  dx :  dy  und  Öx :  dy  im  Punktfelde  iv  ebensolche 
entsprechen.  Es  verschwindet  für  diese  Fortschreitungsrichtungen 
der  Ausdruck 


1)  Folgerecht  müßte  hier  überall  von  Fäden  die  Rede  sein.  Wir  versuchen 
einen  Kompromiß,  indem  wir  die  überlieferte  inkonsequente  Terminologie  da 
verwenden,  wo  Mißdeutungen  nicht  zu  befürchten  sind.  Ob  wir  aber  daran 
recht  tun,  ist  uns  zweifelhaft. 
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{uv)l[(ux){uy)  -\-  {vx){vy)](dx^—  dy^) 
\{uxY -\-  {vxY—  {uyY  —  {vyy\dxdy^ 
{ux) du  dx  +  ("?/) du  dy 


(14)  —  {xy){uv) ,  .  ,     ,  .  ,     , 

^  ^  [-^{vx)dvdx+ {vy)dvdy 

^—{xy){ [(«*^) (^^)  +  (w«/) {vy)] {du^  -  dv^) 
-  \{uxy--\-  {iiyf  -  {vxf  -  {vyy\diidv]. 

Soll  die  Transformation  z  — ►  iv  flächentreu  sein ,  so  muß 
{xij)  :  {uv)  =  +  1  sein;  dann  stimmen  die  durch  Null.'^etzeu  der  Aus- 
drücke (12)  und  (13)  entstehenden  Differentialgleichungen  überein. 
Ebenso  auch  umgekehrt:  Wenn  diese  Gleichungen  übereinstimmen, 
so  muß  die  betrachtete  Abbildung  flilchentreu  sein.  Wir  haben  also 
folgendes  gefunden: 

Charakteristisch  für  die  flüchentreuen  Ahhüdungen  ist  es,  daß  (im 
Gebiete  regidären  Verhaltens)  die  Kurvenpaare  mittlerer  Delinung  mit 
den  isometrischen  Kurvenpaaren  zusammenfallen.  Längs  dieser  Kurven 
ist  also  die  mittlere  Dehnung  konstant  und  gleich  der  Einheit. 

Ebenso  kommt  man  leicht  zu  der  Einsicht: 

Die  nicht -konformen  flächentreuen  Transformationen  z  — >  w  sind 
auch  dadurch  charaJderisiert,  daß  im  (iebiete  regulären  Verhaltens  in 
beiden  Punktfeldern  iz),  (w)  die  durch  Isometrie  gepaarten  Kurven 
supplementäre  Winkel  einschließen. 

Alle  die  bisherigen  Sätze  beziehen  sich  auf  solche  Eigenschaften 
der  Transformation  z — >  tv ,  die  auch  noch  dann  bestehen  bleiben, 
wenn  man  beide  Punktfelder  ( z)  und  ( w )  in  verschiedene  Ebenen 
verlegt.  Man  kann  indessen  weitergehen  und  auch  auf  Lagenbe- 
ziehungen Rücksicht  nehmen,  die  erst  dadurch  zustande  kommen, 
daß  man  die  Größen  x,  y  und  u,  v  auf  dasselbe  rechtwinklige  Ko- 
ordinatensystem bezieht.  Wir  führen  hierfür  einige  Beispiele  an,  die 
wir  späterhin  äu  verwenden  haben  werden: 

Die  Bedingung  dafür,  daß  bei  einer  nicht -konformen  Abbildung 
z  —>  w,  die  (nach  ihrer  Definition  zueinander  ähnlichen)  Indicatrices 
auch  ähnlich  liegen  oder  also,  die  Bedingung  für  die  Orthogonalität 
entsprechender  llichtungen  extremer  Delinung  ist  das  Bestehen  der 
identischen  Gleichung 
(15)  '  (uy)-{vx):^0. 

In  der  Tat,  setzen  wir  etwa  in  der  zweiten  Form  des  Ausdrucks  (14) 

du  ^  kdy ,    dv  =—  kdx 

und  verlangen  wir,    daß  das  Ergebnis   dieser  Substitution   der  ersten 
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Form  desselben  Differentialausdrucks  proportional  sei,  so  ergeben  sich 
die  Beziehungen 

{ (uij)  -  (vx) }  ■  { {uxy  +  (vxy  +  (uv) (xy) }  =  U, 

{ («y)  -  (vx) }  •     {  iux)  (uy)  -f  (vx)  (vy) }     =  0, 

{ (uy)  -  (vx) } .  { {uyr  +  (vy)'  +  (uv) (xy)  ]  =  0, 

bei  deren  Herleitung  mau  die  Identität  beachten  muß: 

(uv)(xy)  ^  (ux)(vy)  —  {Hy)(vx). 

Es  besteht  also  entweder  die  Gleichung  (15)  identisch,  oder  es 
müssen  die  in  den  drei  obigen  Formeln  an  zweiter  Stelle  stehenden 
Faktoren  sämtlich  identisch  verschwinden.  Man  erkennt  dann,  daß 
die  Transformation  uneigentlich  konform  ist. 

Ebenso  kommt  man  zu  dem   zweiten  Satze: 

Die   Bedingimg   für    Parallelismus   entsprechender   RicMungen  ex- 
tremer Dehnung   ist   hei   nicht-konformer  Abbildung   das  Bestellen   der 
Gleichung 
(16;  (ux)  +  (vy)  =  0. 

Um  die  Gleichungen  (15)  und  (16)  zu  integrieren,  beachte  man, 
daß  im  einen  oder  andern  Fall 

udy  —  vdx     oder     udx  -\-  vdy 

ein  vollständiges  Differential  wird. 

§8. 

Die  beiden  Bilder  einer  analytischen  Knrve.    Fortsetzung. 

Die  Anwendbarkeit  der  im  vorigen  §  angestellten  Überlegungen 
auf  unseren  besonderen  Gegenstand  leuchtet  ein,  wenn  man  bemerkt, 
daß  die  den  Schwenkungsprozeß  darstellenden  Gleichungen  (12j,  (13) 
in  §  1   die  folgenden  Relationen  nach  sich  ziehen: 


(1) 


Von    diesen   werden  wir    übrigens    nur    die    mit  (a),  (b),  (c)  und  (f) 
bezeichneten  verwenden. 


(aj 

(u  v)  ^  (xy)  = 

(ur)  +  (XY), 

(b) 

(uv)  —  (xy)  = 

(UX)^-^(rY)', 

(c) 

(ux)  +  (vy)  =  - 

-(UV)-\-(XY), 

(^) 

(ux)—  (vy)  = 

(UY)  +  (VX), 

(e) 

(uy)  -{'(vx)  =  - 

-(UX)-^(VY), 

(i) 

(uii)  —  (vx)  = 

(UY)-(VX). 
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Die  Gleichuny  (a)  liefert  den  Satz:  Wenn  zirei  analijtlsche  Mannig- 
faltigkeiten von  je  oo^  geordneten  PunMepaaren  (nämlich  Paaren  reeller 
Punkte)  z—>-w,  Z — >W  durch  den  Sclnvenkungsprozeß  zusammen- 
hängen, so  ist  die  Summe  entsprechender  Flächeninhdte  in  den  Feldern 
(z),  iiv)  —  auclt  dem  Vorzeichen  nach  —  gleich  der  Summe  der  zu- 
gehörigen Flächeninhalte  in  den  Feldern  (Z),  (W). 

Lassen  wir  z.  B.  die  reellen  Punkte  z,  tv  sich  unabhängig  von- 
einander auf  anal3'tischen  Kurven  bewegen,  so  erkennen  wir  sofort, 
daß  die  zugehörigen  Punktepaare  Z,  W  in  der  Regel  !fvgl.  S.  7) 
eine  uneigentlich-flächentreue  Abbildung  Z  — >-  W  bestimmen  werden. 

Die  Beziehungen  (d)  und  (e)  beAveiseu  in  Verbindung  mit  den 
Formeln  (6)  und  (7)  des  vorigen  §  die  früher  (S  15)  aufgestellte 
Behauptung  über  den  Einfluß  des  Schwenkungsprozesses  auf  eine 
eigentlich  -  konforme  Abbildung.  Halten  wir  ferner  die  Formel  ( b) 
oder  (c)  mit  der  Formel  (16),  S.  61,  zusammen,  so  erhalten  wir  dar- 
über Aufschluß,  was  für  eine  Transformation  aus  einer  eigentlich- 
flächentreuen  Abbildung  durch  die  Schwenkung  hervorgeht. 

Vor  allen  Dingen  aber  ergibt  sich  uns  nun  ein  einfaches  Kriterium 
dafür,  wann  eine  eigentlich -flächentreue  Transformation  zweites  Bild 
einer  analytischen  Kurve  sein  kann.  Wir  können  die  Voraussetzungen 
sehr  allgemein  fassen: 

Eine  eigentlich -f lad lent reue,  aber  nicht  zugleich  konforme  Trans- 
formation reeller  Punkte  Z  — >  W  ist  dann  und  nur  dann  zweites  Bild 
einer  ebenen  analytischen  Kurve,  wenn  au  entsprechenden  Stellen  Z,  W 
regulären   Verhaltens  die  Indicatrires  gleichgestellt  sind. 

Darin,  daß  wir  von  Stellen  regulären  Verhaltens  reden,  liegt 
schon  die  Voraussetzung,  daß  die  Funktionen  U,  V  von  X,  Y  (die 
wir  hier  nicht  als  analytisch  anzunehmen  brauchen)  mindestens  in 
einem  gewissen  Gebiete  stetige  erste  Differentialquotienten  haben 
sollen.  Dort  wo  die  Funktionaldeterminante  {UV)  :  (XY)  von  Null 
verschieden  ist,  existieren  dann  Indicatrices  und  diese  sind  nach 
Voraussetzung  kongruent  und  durch  die  Abbildung  so  aufeinander  be- 
zogen, daß  entsprechende  Hauptachsen  aufeinander  senkrecht  stehen.  Es 
sind  also  die  Gleichungen  (6)  und  (15)  des  §  7  für  die  Veränderlichen 
X,  Y,  U,  V  erfüllt  und  daher  nach  (c)  und  (f)  auch  die  Gleichungen 
(8)  in  §  7.  Da  die  vorgelegte  Transformation  nicht  mit  einer  Drehung 
durch  einen  rechten  Winkel  identisch  sein  soll,  so  verschwinden 
(xy)  und  {uv)  nicht  identisch.  Es  entsteht  also  eine  wirkliche  Trans- 
formation z  — >  tv  und  diese  ist  nach  dem  Satze  von  Cauchy-Goursat^) 
konform  (und  zwar  hier  uneigentlich  konform)  und  daher  auch  ana- 
lytisch. Die  zugehörige  Kurve  ist  weder  Miuimalgerade  noch  eine 
Gerade  mit  reeller  Richtung. 


1)  Vgl.  etwa  Pringsheim,  Münchner  Ber.  1904  oder  Goursat,  Cours  d'Analyse,  II 
Paris  1905),  S.  82. 
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Man  kann  natürlich  den  ausgeschlossenen  trivialen  Fall  mit  in 
die  Formulierimg  aufnehmen,  und  etwa  folgendes  behaupten: 

Wenn  hei  einer  stetigen  und  stetig  differeniiierharen  Transformation 
reeller  Pioilie  an  Stellen  allgemeiner  Lage  ivenigstens  zivei  verschiedene 
Faare  zugeordneter  isometrischer  Fortschreitungsrichtungen  (vorhanden 
und)  tvechselweise  parallel  sind,  so  ist  diese  Transformation  entweder 
das  ziceite  Bild  einer  analytischen  Kurve,    oder  sie  ist  eine   Umlegung. 

Nimmt  man  nämlich  an,  daß  an  entsprechenden  Punkten  der 
Umlaufsinn  der  Winkel  der  gleiche  sei,  so  kommt  man  zu  den 
charakteristischen  Eigenschaften  des  zweiten  Bildes.  Bei  entgegen- 
gesetztem Umlaufsinne  aber  müssen  die  Indicatrices  Kreise  sein:  die 
Transformation  ist  also  (uneigentlich)  konform. 

Man  kann  sich  dies  etwa  so  deutlich  machen:  Einem  in  dem 
einen  Punktfelde  gelegeneu  „infinitesimalen  Rechtecke",  das  die  von 
einem  Punkt  ausgehenden  isometrischen  Richtungen  zu  Diagonalen 
hat,  entspricht  im  andern  Felde  ein  ähnliches  infinitesimales  Rechteck, 
das  gemäß  den  Voraussetzungen  auf  das  erste  durch  die  Transformation 
auch  (uneigentlich- jähulich  bezogen  ist.  Hieraus  folgt  dann,  daß  die 
Abbildung  ( uneigentlich- jkonform  ist.  Bei  einer  solchen  gibt  es 
aber  an  Stellen  allgemeiner  Lage  überhaupt  keine  isometrischen  Rich- 
tungen, es  sei  denn,  daß  die  Transformation  gleichzeitig:  Tuneigentlich- ) 
flächentreu  und  daher  eine  Umlegimg  ist.  Bei  den  Umlegungen  gibt 
es  in  der  Tat  an  jeder  beliebigen  Stelle  wechselparallele  Paare  iso- 
metrischer Richtungen  und  zwar  sogar  (im  reellen  Gebiete,  auf  das 
es  hier  ankommt)  in  >^^  Exemplaren.  Das  letzte  gilt  natürlich  auch 
von  den  eigentlich -konformen  Transformationen,  die  den  Voraus- 
setzungen des  letzten  Satzes  genügen,  nämlich  von  den  Drehungen 
eines  reellen  Punktfeldes  durch  rechte  Winkel. 

Ein  analytisches  Kriterium  für  das  zweite  Bild  erhalten  wir  ohne 
weiteres  in  dem  Satze: 

EineSchar  von  oo- ^geordneten) Paaren  reeller FunTxte{X,  Y) — y{U,  V) 
ist  zweites  Bild  einer  analytischen  Kurve  dann  und  nur  dann,  irenn 
die  Gleichungen 

(2)  {ÜV)-{XY)~0,     {UY)-{VX)  =  0 

bestehen. 

In  besonders  einfacher  Form  wird  die  analytische  Bedinguncr  für 
das  zweite  Bild  geliefert  durch  den  zweiten  der  folgenden  Sätze,  dem 
wir  zur  Vergleichung  das  Kriterium  für  das  erste  Bild  gegenüber- 
gestellt haben: 

I.  •  IL 

Eine   Schar   von    oc-   Paaren  Eine   Schar   von    oo^  Paaren 

reeller    Punlde   (x,  y)  ->  (u,  v)   ist  reeller  Punkte  (X,  Y)—>(ü,  T)  ist 
erstes  Bild  einer  analytischen  Kurve,  \^neites  Bild  einer  analytischen  Kurve, 
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tvenn  mindestens  eine  der  liomplexen  \  wenn  mindestens  eine  der  Icomplexen 
Größen  !  Größen 

x-iy  =  l-ir^,  ?7  +  *X  =  (1  +  0^. 

u  -\-  iv  =  l  -\-  it]  I  F  +  «■  r  =  (1  +  i)i] 

eine  analytische  Funldion  der  an-  eine  analytische  Funktion  der  an- 
dern ist.  dem  ist. 

Zur  ferneren  Erläuterung  wollen  wir  den  Begriff  der  Indieatrix 
auch  noch  auf  den  am  Schlüsse  von  §  6  l)ehandelten  Gesenstand  an- 
wenden. 

Aus  den  m  einer  iDieigoitlicJi-lonformen  Ahhildung  gehöricjen  (Jcreis- 
förmigen)  Indicatrices  gelten  durch  Schwenkung  die  zu  der  entsprechen- 
den flächentreuen  Abbildung  (oder  m  deren  Ausartung)  gehörigen  In- 
dicatrices hervor. 

Sind  Q  und  r  die  Radien  der  Kreise  in  den  Feldern  (z)  und  (?t), 
so  sind  die  Hauptachsen  der  zugehörigen  Ellipsen  gegeben  durch 
die  Gleichungen 

^2  .  «  =  r  +  (),      y2-  ß  =  r-Q      { für  r  >  p } 

]/2  .  a  =  r  +  (),      y2  ■  ß  =  Q-r      \  für  Q>r]. 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  der  Figur  6  b,  Seite  51,  auch 
ist  der  Sinn  der  Behauptung  im  Grenzfall  r  =  q  wohl  nicht  raiß- 
zuverstehen. 

Nachdem  sich  einfache  und  zugleich  charakteristische  geometrische 
Eigenschaften  der  zu  ebenen  Kurven  gehörigen  Transformationen 
Z — >  ^y  gefunden  haben,  gewinnt  die  in  unseren  Darlegungen  ent- 
haltene Bemerkung  Interesse,  daß  bei  jeder  solchen  Transformation 
die  Scharen  isometrisch  gepaarter  Kurven  und  die  gepaarten  Ortho- 
gonalsysteme sich  durch  eine  komplexe  Quadratur  und  nachfolgende 
Elimination  bestimmen  lassen. 

Es  ergibt  sich  nämlich  aus  den  Formeln  (8j  des  §  1,  S.  12 

(3j  s  =  ö  +  «'t  =  ^^- .  jy{dU^idXf-\-  idV-V  idY)\ 

Hier  ist  eine  besondere  Parameterdarstellung  analytischer  Kurven 
vorteilhaft.     Es  sei 

(4)  I  cos  -^  +  1]  sin  %■  =  P'(^) 

die  Gleichung  der  (orientierten)  Tangenten  einer  krummen  analytischen 
Linie  (Kurve).  Von  der  analytischen  Funktion  V  des  komplexen 
Parameters  %•  ist  hierbei  vorauszusetzen,  daß  sie  nicht  die  Form 
P'=  acos'O' 4- &sini)^  habe,  daß  also  P'+7^'"^0  sei,  da  sonst  alle 
durch  die  Gleichung  dargestellten  geraden  Linien  durch   einen   Punkt 
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(a,  h)  hindurchgehen  würden.  Durch  Differentiation  nach  d-  gewinnen 
wir  die  Gleichung  der  KurTennormale 

(5)  —  ^  sin  9-  ^  y,  cos  &  =  P"(  O" ) . 

Berechnen  wir  jetzt  aus  (4)  und  (5i  |  und  ?;  als  Funktionen   von  d-, 

t  =  p'(>)  cos  d-  —  P'\d-)  sin  &, 
^  ^  7j  =  P'(d-)  sin  ^  4-  P"(>)  cos -9-, 

so  haben  wir  die  gewünschte  (und  übrigens  bekannte)  Parameterdar- 
stellung gefunden.  Setzen  wir  j P'(ß-)cld-  =  P(d-),  so  folgt  für  die 
Bogenlänge  5  nach  sachgemäßer  Entscheidung  über  das  Vorzeichen 

(7i  s  =  P(>)4- P"(>). 

Zu  bemerken  ist  noch,  daß  s  nicht  konstant  ausfallen  kann,  da 
nach  unserer  Voraussetzung  die  Funktion  P{9')  nicht  die  Form 
.4  cos  ^  4-  P  sin  0-  -f  C  hat. 

Betrachtet  mau  neben  einer  vorgelegten  algebraischen  Kurve  eine 
andere,  die  aus  ihr  durch  die  imaginäre  Perspektive  Ahnlichkeitstrans- 
formation 

hervorgeht,  so  sieht  man,  daß  den  Fäden  mit  reellem  Quadrat  des 
Bogenelements  auf  der  andern  Kurve  Fäden  mit  rein  imaginärem 
Quadrate  des  Bogenelements  zugeordnet  sind,  und  umgekehrt.  Hieraus 
ergibt  sich  für  das  erste  Bild  der  Kurve  nur  Triviales,  für  das  zweite 
Bild  hinwecren  der  folgende  Satz: 

Die  Transformation  der  Punliepaare 

1/2  .  C.^*  =  r  -  X,     1/2  ■  T^*  =  T'  -  r 

(von  der  Periode  acht)  hat  niciä  nur  die  Eigenschaft,  ans  dem  zneiten 
Bilde  einer  analytischen  Kurve  itmner  nieder  das  ziveite  Bild  einer 
analytischen  Kurve  hervorgehen  zu  lassen,  sondern  auch  die  iveitere,  den 
isometrisch  gepaarten  Kurvenscharen  eines  jeden  der  Bilder  Z — >-  W 
und  Z* — ►  ir*  die  gepaarten  orthogonalen  Kurvenscharen  des  andern 
zuzuordnen. 

Man  wird  alle  Transformationen  der  Punktepaare  (Z,  W) — ►TZ*  TF"* ) 
leicht  hinschreiben  können,  die  diese  Eigenschaft  haben.  Auch  er- 
kennt man,  daß  der  Satz  seine  Quelle  in  elementaren  algebraischen 
Identitäten  hat,  die  sich  auf  endlich -verschiedene  Punktepaare  be- 
ziehen und  deren  Inhalt  ebenfalls  leicht  durch  Worte  wiedercregeben 
werden  kann: 

Study,  Geometrie  I.  5 


(10) 
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(LY-  ?7*)(A\*-  X*)  +  (Fl*-  v^yr*-  r*) 
(x;*  -  x*)(Fi*  -  F*j  -  ( i;*  -  r*j(  r^*  -  ?7*) 

^(X,  -  X){V,  -  V)  -  {1\  -  Y)(U,  -  ü), 

y{(C/;*-Z7*/+(F,*-F*)2_(Xi*-x*/-(ri*-r*)2} 

^  _  { ar^  _  U)(X,  _  X)  +  (Fl  -  F)(  Yi  -  F) } . 

Man  vergleiche  hiermit  die  Formeln  (4)  bis  (6)  in  §  2  und  den  zu- 
gehörigen Satz  auf  Seite  22. 

§9- 
Die  Bogeiieleinente  des  ersten  Bildes. 

Wir  behandeln  jetzt  ein  Problem,  das  sich  aus  der  Betrachtung 
des  ersten  Bildes  einer  analytischen  Kurve  ergibt,  die  nicht  Minimal- 
gerade ist.  Denken  wir  uns  die  Koordinaten  |,  rj  eines  veränderlichen 
Punktes  dieser  Kurve  durch  den  Bogen  ausgedrückt 

^  =  ^(s)  =  iiö  +  ix),    1]  =  v(s)  =  n{^  +  i-^), 

so  sind  damit  die  zu  dem  Anfangspunkt  z  und  Endpunkt  iv  des 
ersten  Bildes  unseres  Kurvenpunktes  (§,  t])  gehörigen  komplexen  Größen 

ebenfalls  als  analytische  Funktionen  von  s  gegeben.  Diese  Funktionen 
verhalten  sich  regulär  und  bestimmen  eine  reguläre  Abbildung  ^ — >  w 
für  reguläre  Punkte  der  Kurve,  deren  Tangenten  nicht  Minimalgerade 
sind.  In  der  ^-Ebene.  so  können  wir  uns  kurz  ausdrücken,  bilden 
die  Kurven  a  =  const.,  x  =  const.  ein  isothermes  Kurremietz ,  dessen 
Kurven  (oder  eigentlich  Fäden)  den  Geraden  6  =  const.,  x  =  const. 
der  s- Ebene  in  einer  uneigentlidi -koriiormen  Abbildung  entsprechen. 
Ein  zweites,  analog  erklärtes  Kurvennetz  liegt  in  der  iT- Ebene  und 
seine  Kurven  sind  denselben  Geraden  6  =  const.,  x  =  const.  in  einer 
eiffoitlich -konformen  Abbildung  zugeordnet.  Entsprechende  Kurven 
des  ersten  und  zAveiten  Netzes,  also  z.  B.  zwei  Kurven  6  =  const.  in 
der  5f-Ebene  und  in  der  ^r-Ebene  enthalten  die  Punktepaare  2,  w,  die 
iro-endeinem  Faden  mit  reellem  Quadrate  des  Bogenelements  auf  der 
analytischen  Kurve  (§,  7])  entsprechen  und  in  zusammengehörigen 
Punkten  r  dieser  Kurven  sind  ihre  Tangenten  parallel. 

Wenn  wir  nun  etwa  in  der  z-  oder  (x,  p) -Ebene  ein  (nicht  not- 
wendig isothermes)  reelles  orthogonales  Kurvennetz  gegeben  haben, 
so  können  wir  seine  Kurven  statt  der  Geraden  x  =  const.,  y  =  const. 
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als  KoordiDatenlinien  benutzen.  Bezeichnen  wir  ein  System  zugehöriger 
reeller  Koordinaten  mit  p  und  q,  so  wird  sich  das  quadrierte  Bogen- 
element  der  Ebene  in  der  Form  darstellen: 


dx'+dy-=Edp'^+2Fdi}dq+ Gd(f     {E,G>0]    EG-F'>0 


wobei  wegen  der  vorausgesetzten  Orthogonalität  der  Kurven  ^  =  const., 
q  =  const.  der  mittlere  Koeffizient  F  identisch  den  Wert  Null  haben 
muß.  Den  DiflFereutialausdruck  Edp^-\-  Gdq'  wollen  wir  bequemer 
mit  A'dp^  -\-  B^d(f  bezeichnen.  Wir  werden  dann  zu  den  folgenden 
Fragen  geführt: 

I.  Unter  ivelchen  Umständen  gehört  eine  definite  und  zwar  positive 
quadratische  Differentialform 

(i)  AhJp'' -{- BHq^ 

zu  einem  isothermen  Kurcennetz  in  der  Ebene;  d.  h.  unter  welchen 
Umständen  gibt  es  zwei  zueinander  orthogonale  Kurvenscharen 
(oder  Scharen  von  Kurvenbogen)  derart",  daß  sie  die  Ebene  —  oder 
ein  Stück  der  Ebene  —  in  sogenannte  kleine  Quadrate  teilen  und 
daß,  bei  passender  Wahl  der  zugehörigen  Koordinaten  j),  g,  die  ge- 
gebene Differentialform  den  Ausdruck  für  das  quadrierte  Bogenelement 
dx^-\-  dy^  der  Ebene  liefert? 

IL  Wie  kann  man  dann  dieses  Paar  zueinander  orthogonaler  iso- 
thermer Kurvenscharen  bestimmen'^ 

III.  Wie  kann  man  durch  eine  uneigentlich-konforme  Transformation 
z  — >  w  auf  allgemeinste  Weise  aus  dem  gefundenen  isothermen  Netz 
ein  zaeites  ableiten,  derart,  daß  in  entsprecJicndai  Punkten  die  Tan- 
genten entsprechender  Kurven  der  beiden  Netze  zueinander  parallel  sind':" 

Indem  wir  diese  Aufgaben  lösen,  die  durchaus  der  reellen  Geo- 
metrie angehören,  bestimmen  wir  damit  zugleich  auch  eine  analytische 
Kurve  (§,  rj)  des  komplexen  Gebietes  auf  die  aUgemeinste  mögliche 
Weise,  in  derem  ersten  Bilde  gerade  das  durch  die  gegebene  qua- 
dratische Differentialform  A^dp^  -\-  I?dq-  bestimmte  Kurvennetz  auf- 
tritt als  Teilbild  des  Systems  jener  2  •  oo^  Fäden  auf  der  Kurve  — 
dem  Orte  des  Punktes  (|,  7j)  —  die  zu  einem  reellen  Quadrat 
di,^  -f  dr^'  dos  Bogenelements  gehören. 

I.  Da  bei  der  (uneigentlich j  konformen  Abbildung  der  ^^-Ebene 
auf  die  s- Ebene  die  Kurven  p  =  const.,  q  =  const.  in  die  Kurven 
6  =  const.,  T  =  const.  übergehen  soUen,  so  werden  erstens  die  zu 
suchenden  Veränderlichen  o,  r  jede  nur  von  einer  der  gegebenen  Ver- 
änderlichen p,  q  abhängen  können  und  zweitens  wird  bei  Einführung 
dieser  neuen  Veränderlichen  6,  t  die  gegebene  quadratische  Differen- 
tialform sich  nur  um  einen  von  Differentialen  freien  Faktor  von 
do^  -{-  dr^  unterscheiden. 

5* 
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Die  erste  Forderung  könneu  wir,  wenn  wir  die  Annahme  machen, 
daß  6  von  ^j  und  t  von  q  abhängt,  durch  eine  (natürlich  reelle)  Sub- 
stitution ausdrücken,  die  wir  in  der  Form  schreiben 

(2)  <S=fAip)dp,     r=ff,{q)dq; 

die  zweite  Forderung  verlangt,  daß  vermöge  der  Substitution  (2^  die 
Differentialform  ( 1 1  etwa  die  Form 

(3)  e-'HdG^- +  dx-) 

annehmen  soll.  Die  Funktion  xp  von  6  und  r  oder  von  p  und  q  darf 
auf  reelle  Werte  beschränkt  werden.  Zugleich  wird  die  Beziehunor 
der  (x,  ^)-Ebene  auf  die  ((?,  rj-Ebene  durch  eine  uneigenÜich-^oniorva.Q 
Abbildung  herbeizuführen  sein. 

Eine  Vergleichung  der  Formeln  (1)  und  (3)  liefert  die  Beziehungen 

^2_g2u..^^2^       ^2_g2V'.^^2 

Da  wir  es  in  der  Hand  haben,  irgendein  Wertepaar  der  W^urzelgrößen 
yA^,  yW  mit  ^,  ^  zu  bezeichnen,  so  dürfen  wir  zunächst  annehmen, 
daß  es  sich  um  die  Gleichungen 

■  friP)     hiq) 

handelt.  Wie  wir  sehen,  hat  das  Verhältnis  ^:  i?  die  Form /'i(2>):/'2 (2), 
oder  die  Differenz  der  Logarithmen  von^  und  l?die  Form  F^(  ]))  —  F^(q). 
Hieraus  folgt 

(5)  d'lgÄ  ^  c'lgB 

^  opcq  dpcq  ' 

als  eine  erste  notAvendige  Bedingung  für  die  Koeffizienten  der  qua- 
dratischen Differentialform  (1). 

Sodann  soll  das  quadrierte  Bogenelemeut  (1)  oder  (3)  auch  auf 
die  Form  dx^ -\- dy-  gebracht  werden  können,  Avoraus  folgt,  daß  die 
komplexe  Veränderliche  z  =  x  —  n/  eine  analytische  Funktion  von 
s  =  6  -{-  ix  oder  von  s  =  6  —  ix  sein  muß.  Wir  machen  unserem 
Programm  gemäß  von  diesen  beiden  möglichen  Annahmen  hier  die 
erste.    Dann  ergibt  sich,  daß  man,  ohne  eine  Beschränkung  einzuführen, 

ds 

setzen  darf,  wo  i'  die  schon  in  der  Gleichung  (4)  auftretende  reelle 
Funktion  von  j;  und  q  oder  6  und  x  bedeutet.  In  der  Tat  erhält 
man,  wenn  man  zunächst  die  Gleichung  dz  =  e'''* "''''■  ds  ansetzt  und 
auch  unter  i<*  eine  reelle  Größe  versteht, 

ds  ■  dz  =  dx-  +  dif  =  e-'^*  •  ds  ■  ds  =  e-^^^dö''  +  dx'^). 
Also  folgt 


des  ersten  Bildes.  69 

Jetzt  sehen  wir  also,  daß  die  in  der  Gleichung  (4)  auftretende 
Funktion  t^  nicht  eine  beliebige  reelle  analytische  Funktion  von  p 
und  q  sein  kann,  sondern  daß  sie,  als  Funktion  von  6  und  r  betrachtet, 
der  reelle  Bestandteil  einer  analytischen  Funktion  von  6  4-  ix  sein, 
also  der  Laplaceschen  Gleichung 

c^'tp    1   :^_*'^_  _  0 

CG-  CT- 

genügen  muß.  Diese  Bedingung  läßt  sich  aber  auch  so  formulieren, 
daß  p  und  q  au  Stelle  von  6  und  t  als  unabhängige  Veränderliche 
erscheinen.     Wir  haben  nämlich  z.  B. 

dil)  _   1      dip  _  1   ^e"' _  1       1      dB 
da        t\      dp        A    dp        A     f,     dp  ' 

de^  ~  f,{g)  '  dp\A  '  dp]fy{p)  ~  ABdp\A'  dp]' 

d6^   "^    dr^         AB' [dp  \A  '   dp)  '^  dq\B  '  dqjl' 

Mithin  haben  wir  eine  zweite  notwendige  Bedingung  für  die« 
Funktionen  Ä  und  B  gefunden,  das  identische  Bestehen  der  Gleichung: 

(«)  Ä(Mf)+^(i-lf)=o'). 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  enthalten  die  notwendigen  und  hin- 
leiclienden  Bedingungen  dafür,  daß  die  positive  quadratische  Form 
A'dp-  +  B'^dq^  als  quadriertes  Bogenelement  einer  Ebene  angesehen 
werdefi  kann,  die  auf  ein  isothermes  Kurvennetz  als  System  von  Koordi- 
natenlinien bezogen  ist. 

Daß  diese  Bedingungen  notwendig  sind,  haben  wir  schon  oben 
bewiesen;  daß  sie  auch  hinreichend  sind,  ergibt  sich,  wenn  wir  nun- 
mehr die  Funktionen  (f,  4',  ö  und  t  wirklich  ermitteln.     Es  ist 


dip 

1     f,     dB        1     dB       dlgB 

dp- 

A     ti     dp       B     dp  ~     dp 

ebenso 

dfl)  _  dlgA 
dq  ~     dq    ' 

also 

(7) 

t  = 

r\dlgB      ,      ,    dlgA      -j     \ 

(8j  ^=/;t^^'       ^-ffv^dq. 

1)  Diese  Gleichung  besagt,  daß  das  Krümmungsmaß  der  quadratischen 
Form  (1)  der  Wert  Null  hat.  Sie  könnte  also  unmittelbar  aus  der  bekannten 
Formel  von  Gauß  hergeleitet  werden. 
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Hierin  sind  die  Integrale  natürlich  auf  reellen  Wegen  zu  bestimmen. 
Der  Integrand  unter  (7)  ist  nach  (5)  ein  vollständiges  Diflfereutial. 
Durch  die  Substitution  (8)  wird  aber  tatsächlich  die  Ditferentialform 
Ahlf  +  B^ulq^  auf  die  Form  e^"^  {dö^  +  dx^)  gebracht.  Es  bleibt 
noch  nachzuweisen,  daß  sie  auch  auf  die  Form  dx-  +  dy-  gebracht 
werden  kann:  Damit  kommen  wir  zum  zweiten  Teil  unserer  Aufgabe. 

IL  Es  ergibt  sich  jetzt  sofort  die  vorhin  mit  if  bezeichnete 
Funktion  und  damit  auch  x  und  y,  oder  also  s.  Wir  erhalten  näm- 
lich, da  —  i(p  der  rein-imaginäre  Bestandteil  einer  analytischen  Funk- 
tion von  s  ist,  deren  reellen  Teil  ^  wir  schon  kennen, 

da        dt  '    dt  ~~       da  ' 
also 

oder 

wo  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  nach  (())  ein  vollständiges 
Differential  ist.     Ferner  folgt 

(10)  z  ^fe-'^f  +  '^^^ds, 

oder  nach  Spaltung  der  beiden  Bestandteile, 


(11) 

oder  endlich 

(11) 


X  =  je'-'  {  cos  (f  da  +  sin  cf  dt  ] 
y  =  I  e"'  {  sin  (f  dö  —  cos  cp  dr}, 

X  =  I  [Ä  cos  (f  dp  -{-  B  sin  r/-  dq ] 
y  =  j  [A  sin  (f  dp  —  B  cos  (f  dq  ] 


Hiermit  ist  die  Form  dx^  -\-  dy^  des  quadrierten  Bogenelements 
A^dp^  _[_  ß2(Jq^  in  Evidenz  gesetzt.  Zugleich  haben  wir  durch  drei 
Quadraturen  (9)  und  (11)  —  die  von  den  zuvor  ausgeführten  (7) 
und  (8)  unabhängig  sind  —  auch  die  Lage  unseres  Kurvennetzes  in 
der  Ebene  bestimmt.  Die  Formeln  liefern  cc^  untereinander  kon- 
gruente Kurvennetze,  die  Gesamtheit  aller,  die  zu  irgend  einem  unter 
ihnen  kongruent  sind.  Dies  sieht  man  aus  der  Art,  wie  die  Inte- 
grationskonstanten in  die  Formeln  eingehen,  worauf  wir  später  noch 
zurückkommen  werden. 

HI.  Wir  kommen  jetzt  zu  unserer  dritten  Aufgabe,  die  verlangt, 
die  Transformation  z  — ►  w  zu  finden.     Wir  haben  zu  versuchen,  von 


du            dx 

dv 

cy 

du           dx 

dc^^Fa' 

da 

dt            dr 
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dem  Kurvennetz  6  =  const.,  t  =  const.  oder  2^  =  const,  q  =  const.  im 
Punktfelde  (,s)  ausgehend  ein  zweites  isothermes  Kurvennetz  mit  den- 
selben Parametern  im  Felde  (w)  aufzufinden,  und  zwar  so,  daß  dieses 
aus  dem  ersten  durch  eine  uneigentUcJi -konforme  Abbildung  hervor- 
geht und  daß  in  entsprechenden  Punkten  entsprechende  Tangenten  an 
die  einander  zugeordneten  Kurven  der  beiden  Netze  parallel  werden. 
Diese  zweite  Forderung  liefert  uns  Gleichungen  von  der  Form: 

dv  dy 

ot    .        dt 

(^  =  /Z,  V  =  v). 

Da  die  Abbildung  konform  sein  soll,  so  folgt  ^^  =  v^,  und  da  sie 
weiter  uneigentlich -konform  sein  soll,  v  =  —  ^t.  Wir  erhalten  dem- 
nach die  Gleichungen 

^M  „,  dv  ,.       . 

_  =       a  •  ev  .  cos  9,    ^  =  (^  ■  ev  ■  sm  cp, 

_  =  _  ^  .  gv  .  sin  (f,    ^  =  lt.-  e'f  •  cos  cp, 

worin  1.1  eine  noch  zu  bestimmende  reelle  Funktion  bedeutet.  Diese 
wird  gefunden,  wenn  man  die  Integrabilitätsbedingungen  der  hin- 
geschriebenen Gleichungen   aufstellt.      Diese   reduzieren   sich   nämlich, 

•1  dij}        dtp      dip  dcp   ■   .  (. 

""^-d^-dc'    -d7--di''^>^''^ 

?>  + 2^1^  =  0,    fi* -f- 2.a|^  =  0. 
et     ^       ^  dt  'da  'da 

Es  ergibt  sich  also 

fi  =  const.  e~^''". 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  /i  >  0  und  /t  <  0.  Machen 
wir  etwa  die  erste  Annahme  und  tragen  wir  den  gefundenen  Wert 
von  ^  oben  ein,  so  sehen  wir,  daß  die  eingeführte  Integrationskonstante 
lediglich  eine  Änderung  des  Maßstabes  im  Punktfelde  (w)  bewirkt, 
wie  sie  durch  eine  Homothetie  mit  positivem  Vergrößerungsverhältnis 
der  Koordinaten  u,  v  erzeugt  wird.  Der  Möglichkeit  aber,  das  Größen- 
verhältnis willkürlich  zu  wählen,  haben  wir  schon  vollständig  Rech- 
nung getragen,  indem  wir  jp  nur  bis  auf  eine  willkürlich  bleibende 
additive  Konstante  bestimmt  hatten.  Es  bedeutet  also  keine  Ein- 
.schränkung  des  Ergebnisses,  wenn  wir  jene  Konstante  gleich  der 
Einheit,  mithin 

setzen.     Jetzt  ergibt  sich 
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u  =  j  e~'^'  {  cos  (f  dö  —  smcf  dr], 
V  =  I e~^  {sm(f  da  ^  aoscp dr], 


(12) 
oder 
(12) 


u  =  j c~^^  [A  cos  (p  dj)  —  J>  sin  g  dq], 
V  =  I e~-^  {A  s\n(f  dp  +  Ji  cos  c;  dq } . 


Die  Ausdrücke  (12)  lassen  sich  in  ähnlicher  Weise  zusammen- 
fassen, wie  zuvor  die  Formeln  (11).     Wir  erhalten 

(13)  w  =^/e'('/'  +  'V')(^s. 

Zur  Erleichterung  der  Vergleichung  wiederholen  wir  die  entsprechende 

Formel  für  z 

(10)  J  =ye- •■('/'+'■  V')f?s. 

Schließlich  ergiht  sich  auch  die  zur  Transformation  z  — >■  iv  gehörige 
Kurve  (|,  r[)  aus  den  Gleichungen 

z  =  1  —  iij,     tv  =  i,-\-  /}]: 

i,  =  /cos  (od  +  iili)ds, 

1)  =  /sin  (9)  +  i%>)ds. 

Die  Größe 

rtdA   .    .dB\  (dl)    .    .dq\ 

(15)  ^'  +  ii^-jK?^  +  'l^)KB"^'-l) 

ist  also  der  komplexe  Winkel  zwischen  der  Achse  der  %  x  oder  u  und 
der  Tangente  der  analytischen  Kui-ve  (|,  7/). 
Ferner  ergibt  sich 

(16)  ^  =  e2.{<^+.-v) 
^      ■  dz 

und 

(17)  ■  du-  ^  dv-  =  e-^'!\dx^  +  dy''). 

Hiermit  haben  wir  den  wesentlichen  Teil  unserer  Aufgabe  be- 
endet. Es  bleibt  uns  aber  noch  übrig,  deren  vollständige  Lösung  zu 
bewirken.  Dazu  beachten  wir  zunächst,  wie  die  bei  den  verschiedenen 
Integrationen  auftretenden  Integrationskonstanten  in  die  Lösungen  ein- 
gehen. Indem  wir  von  irgendeiner  bestimmten  Lösung  ausgehend 
diese  Konstanten  variieren,  gelangen  wir  zu  den  Formeln: 
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(18) 

(a)  ^*  =  ^_^.^^     0*  =  e^"  ■  (ö  -  öo),     T*  =  e^'o.(T-To); 

(b)  I    a;*  =       cos  (fo-(x  —  Xq)  +  sin  (f^  ■  (y  —  y^), 
y*  =  -  sin  9:0  ■  (a-  -  Xq)  +  cosg-o  •  {y  —  ?/o); 

«^•*  =  ?^'  —  %, 

(c)  j    N*  =  e^'/'o  {      cos  9:0  •  (u  —  Uq)  +  sin  cp^  ■  {v  —  ro)  } , 
I    t'*  =,  g2U'o  I  _  sin  g-Q  •  (ii  —  Mg)  +  cos (fQ  ■  (v  —  Vq)}. 

Von    diesen   Formeln    lassen    sich   einige   zusammenfassen,    wenn 
wir  s  =  6  -{-  ir  und  x  =  (f  -\-  i^'  setzen: 

,^^  I  S*  =   ^HS  -  So), 


(e) 


J    I*  =  eV'o  {      cos  ;i:o  •  (I  -  ^0)  +  sin  Xo  ■  iv  -  Vo) } , 
I    7y*  =  e"'>  ( -  sin  Xo-i^  —  ^0')  +  cos  Xo  '  (v  -  Vo)  )  • 


Die  Formeln  ( b)  und  (c)  zeigen,  daß  die  Lösung  der  Aufgaben 
II  und  in  in  der  Regel  (und  höchstens)  von  sechs  reellen  willkürlichen 
Konstanten  abhängt,  nämlich  von  den  Größen  (f^,  t^,  j„,  y^,  Uq,  Vq. 
Die  Gleichungen  (18)  bestimmen  eine  leicht  zu  deutende  Gruppe  von 
00^  Transformationen  der  Punktepaare  2 — >  iv.  Die  Gleichungen  (a), 
soweit  sie  nicht  unter  (c)  vorkommen,  entsprechen  der  Willkür,  die 
man  in  der  Bestimmung  des  Bogens  der  analytischen  Kurve  (|,  rj) 
hat,  deren  erstes  Bild  die  Gesamtheit  der  Punktepaare  2  — *-  ir  ist. 

Hierdurch  sind  nun  aber  noch  nicht  sämtliche  Lösungen  der 
Aufgaben  II  und  III  ermittelt.  Diese  Lösungen  bilden  nämlich  nicht 
ein  einziges  Kontinuum,  sondern  deren  mehrere,  wie  sich  aus  dem 
Umstände  ergibt,  daß  wir  im  Laufe  unserer  Untersuchung  mehrmals 
eine  willkürliche  Auswahl  unter  verschiedenen  Möglichkeiten  getroffen 
hatten. 

Machen  wir  zunächst  statt  der  Annahme  .u  >  0  die  andere  u  <  0, 
so  können  wir  setzen 

Dann    ergibt    sich   eine   neue    Schar   von   Lösuugen   der   Aufgabe   III, 
die  aus  den  schon  gefundenen  durch  folgende  Substitutionen  hervorgeht: 


ri8f) 


^*  =  ^,     X*  =  X,         y*  =  y,  5*  =  z- 

ff*  =  (f,     u*  =  —  u,     i*  =  —  V,     iv*  =  —  /(■; 
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Daß  diese  Änderung  der  Bildfigur  z  — >  w  aus  jeder  Lösung 
unserer  Aufgabe  wieder  eine  Lösung  hervorgehen  läßt,  ist  von  vorn- 
herein klar.  Offenbar  hat  aber  in  diesem  Falle  die  Grüße  6  -{-  ir 
nicht  mehr  die  Bedeutung  eines  Bogenwertes  der  gefundenen  Kurve 
wie  zuvor:  an  ihre  Stelle  tritt  etwa  i(6  +  ir).  Die  Transformationen 
s*  — >-  IV*  gehören  mit  den  früheren  2  — >■  w,  mit  denen  sie  keinen 
reellen  Zusammenhang  haben,  doch  zu  demselben  komplexen  analy- 
tischen Kontinuum.  Tatsächlich  sieht  man  sofoi't,  daß  der  hier  ver- 
langte Vorzeichenwechsel  von  ii  und  r  bei  J:omplexer  Veränderlichkeit 
des  —  von  uns  als  reell  vorausgesetzten  —  Parameters  t^^,  auch  schon 
durch  die  Formel  (18  c)  herbeigeführt  werden  kann. 

Schon  vorher  hatten  wir  unseren  Ansatz  gegabelt,  indem  wir 
über  das  Vorzeichen  des  Verhältnisses  Ä  :  2?  entschieden  hatten. 
Machen  wir  jetzt  etwa  die  Substitution  5*  =  —  7/,  so  bekommen 
wir  zwei  neue  Scharen  von  Lösungen,  die  sich  aus  den  schon  ge- 
fundenen durch  Zusammensetzung  mit  den  Transformationen 


(18  g) 


1/;*  =  ll', 

x'^  =  X, 

t  --y, 

(p*=  -  cp, 

u*  =  u, 

1*  =  l 

if-  =  -  i^ 

z'^'  = 


IV'' 


tv. 


ergeben.      Eine    zu    (18  g)    gehörige    Transformation    des   Bogens    ist 
natürlich 


=  .s-     oder     ö*  =  (?, 


T*=-T. 


In  diesem  Falle  werden  also  die  Felder  (z)  und  (/r)  beide  derselben 
Umlegung  unterworfen,  einer  Operation,  von  der  es  ebenfalls  augen- 
scheinlich ist,  daß  sie  aus  jeder 
Lösung  unserer  Aufgabe  wieder 
eine  Lösung  hervorgehen  läßt. 

Eine  gleichzeitige  Änderung 
des  Vorzeichens  von  A  und  11 
bewirkt  nur  eine  Änderung  im 
Vorzeichen  des  Bogens. 

Schließlich  hatten  wir  auch 
noch  insofern  eine  Avillkürliche 
Annahme  gemacht,  als  wir  ö  von 
p  und  X  von  q  abhängen  ließen, 
und  nicht  umgekehrt.  Der  ent- 
gesrensesetzten  Bestimmung  tragen 
wir  Rechnung,  wenn  wir  in  un- 
seren Formeln  A  mit  B  und 
gleichzeitig  ;)  mit  q  vertauschen.  Dies  bewirkt  eine  Vertauschung  von 
(f  mit  —  (f  und  für  die  beiden  Punktfelder  die  Substitution 


>[^'«.l; 


x""  =  -y,  y^' 


X,    li'^  =  V,    v"' 


=  ll. 
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Man  erhält  jedoch  auf  diese  Art  nur  solche  Bilder  z  — >  iv  analytischer 
Kurven,  die  schon  unter  den  bereits  konstruierten  enthalten  sind,  denn 
die  ang-eführte  Substitution  läßt  sich  aus  solchen  zusammensetzen,  die 
wir  zuvor  betrachtet  haben  —  worauf  näher  einzugehen  sich  nicht 
verlohnt.     (Vgl.  Fig.  8.) 

Einen  Teil  des  Vorgetragenen  können  wir  nun  so  zusammenfassen : 
Damit  eine  positive  quadratische  DifferentiaJforni  Ä^dp^  +  B^dq^ 

als   quadriertes  Bogenelement   zu  einem   isothermen  Kurvennetz  in  der 

Ebene  gehört,  ist  notivendig  und  hinreichend,  daß 

(19)  dÄ,  +  iB,dA,  +  iB,^^ 
^      ^                              dp  Ä  '       8q  B 

ist.  Es  gibt  dann  (in  der  Regel  4  •  oo^  analytische  Kurven,  die  so 
beschaffen  sind,  daß  in  ihrem,  ersten  Bilde  die  Kurvenbogen  eines  der- 
artigen Netzes  im  PunJitfelde  iz)  die  auf  der  analytischen  Kurve  ge- 
legenen Fäden  mit  reellem  Quadrat  des  (Icomplexen)  Bogenelementes 
darstellen. 

Eine  erste  Schar  von  solchen  Kurven  wird  geliefert  durch  die 
Gleichungen 

(20)  Z  =  9^  +  i4^=f^^^^^{Ädp  +  iBdq); 

I  =  fe-'-'  ■  cos  x-{Ä  dp  -\-  iB  dq), 

?/  =  f  e~  "'  •  sin  ;^  •  (Ä  dp  +  iBdq ). 

Die  übrigen  Lösungen  der  bezeichneten  Aufgabe  werden  gefunden, 
ivenn  man  die  so  bestimmten  Kurven  den  folgenden  involutori sehen 
Transformationen  unterwirft  (die  zusammengenommen  mit  der  identischen 
Transformation  eine  Gruppe  bilden) 

I*  =  _  iy^^     ^f  =  {|. 

(22 )  .  r  =  1,  ./*  =  -  ^; 

Die  Kenntnis  einer  einzigen  Lösung  unserer  Aufgaben  II  und  III 
zieht  also  die  Kenntnis  aller  übrigen  Lösungen  nach  sieh.  In  beson- 
deren Fällen  kann  sich  die  angegebene  Konstantenzahl  ()  verringern 
und  es  kann  auch  eintreten,  daß  die  vier  in  der  Regel  getrennten 
Scharen  von  Kurven  zu  zweien  oder  auch  alle  zusammenfallen. 

Soll  das  vorgelegte  Kurvennetz  nicht  zu  den  Fäden  mit  reellem, 
sondern  zu  den  Fäden  mit  rein-imaginärem  Bogenelement  gehören,  so 
braucht  man  offenbar  nur  das  Punktfeld  {w)  um  einen  rechten  Winkel 
zu  drehen. 
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Anstatt  wie  hier  ein  isothermes  Kurvennetz  durch  die  zugehörige 
Form  des  Bogenelementes  zu  erklären,  kann  man  natürlich  auch  eine 
einzelne  (reelle)  Kurvenschar  durch  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  geben.  Nach  Belirami  kann  man  die  Bedingungen  dafür 
angeben,  daß  sie  isotherm  ist,  d.  h.  durch  eine  zweite  Schar  zu  einem 
isothermen  Kurvennetze  ergänzt  werden  kann.  Dieser  läßt  sich  dann 
nach  Lie  durch  drei  Quadraturen  über  vollständige  Differentiale 
bestimmen.^) 

§  10. 
Die  IJogenelemente  des  zweiten  Bildes. 

Auch  für  das  ziveite  Bild  einer  ebenen  analytischen  Kurve  lassen 
sich  ähnliche  Probleme  stellen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Abschnitt 
behandelt  haben,  und  auch  von  diesen  Aufgaben  wollen  wir  noch  eine 
wenicfstens  behandeln. 

Wir  hatten  gesehen,  daß  mit  jeder  analytischen  Kurve,  die  nicht 
eine  Gerade  mit  reeller  Richtung  ist,  eine  Transformation  Z —>  W 
eindeutig  umkehrbar  verbunden  ist  und  daß  in  den  Feldern  {Z)  und 
{W)  gewisse  analytische  Kurvenzüge  (von  reellen  Punkten  gebildete 
Fäden)  einander  in  der  Weise  zugeordnet  werden,  daß  entsprechende 
Bogenelemente  bei  passender  Wahl  des  Vorzeichens  gleiche  Länge 
erhalten.  Diese,  wie  wir  gesagt  haben,  durch  Isonietrie  gepaarten 
Kurven  ( Fäden)  sind  einzeln  betrachtet  ganz  beliebig,  wenn  die  vorgelegte 
analytische  Kurve  —  der  Ort  der  Punkte  (^,  tj)  —  eine  Minimal- 
gerade ist;  in  den  übrigen  Fällen  gehen  durch  jeden  Punkt  des  Feldes 
(Z),  der  einem  Punkte  allgemeiner  Lage  (vgl.  S.  40)  der  Kurvet^,?;) 
entspricht,  zwei  solche  Kurven;  es  wird  das  Feld  (Z)  mit  einem 
KurvenneU  ganz  oder  teilweise  bedeckt.  Die  Kurven  (Fäden)  dieses 
Netzes  treffen  einander  unter  Winkeln,  die  nicht  Rechte  sind;  die 
Kurven  des  zugeordneten  Netzes  im  Felde  (TF)  schneiden  einander 
unter  den  supplementären  Winkeln,  und  zwar  derart,  daß  in  ent- 
sprechenden Punkten  u-echselpdraUele  Tangenten  entstehen  (vgl.  S.  50). 

Wir  beziehen  jetzt  das   quadrierte  Bogenelement   des  Feldes  {Z) 
auf    ein    derartiges    Kurvennetz    und    erhalten    so    eine    quadratische 
Differentialform 
(1)  Edif'  +  2  Fdp  dq-^  G d(f, 

wobei  in  geeignet  umgrenzten  Gebieten  die  Beziehungen 

(Ib)  EG-F'>0,  E>0,     F>0,     G>0 

bestehen  werden,    nachdem  man  nötigenfalls    (wenn  etwa  F<CO  sein 


1)  Vgl.  Bianchi,  Differentialgeometrie  (2.  Auflage,  S.  72). 
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sollte)    an    Stelle    des   Parameters    q    den    neuen  Parameter   —  g    ein- 
geführt und  diesen  dann  wieder  mit  q  bezeichnet  hat. 
Es  ergeben  sich  nunmehr  die  folgenden  Fragen: 

I.  Unter  ivelchen  Umständen  gehört  die  quadratische  Differential- 
form (1)  —  die  eingeführten  Nehenhedingungen  als  erfiält  vorausgesetzt 
—  zu  einem  solchen  Kurvennetz? 

IL  Wie  kann  man  dieses  oder  vielmehr  alle  zugehörigen  Netze 
bestimmen? 

III.  Wie  kann  man  endlich,  tvieder  auf  die  allgemeinste  Weise,  die 
zugehörige  Transformation  Z  —>  W  und  damit  das  entsprechende  Netz 
im  Felde  {W)  und  die  zugehörige  analytische  Kurve  (|,  jj)  finden? 

Um  Anhaltspunkte  für  die  Beantwortung  dieser  Fragen  zu  ge- 
winnen, nehmen  wir  die  analytische  Kurve,  deren  Bestimmung  das 
Endziel  unserer  Untersuchung  bildet,  zunächst  als  gegeben  an.  Da 
diese  Kurve  keine  Minimalgerade  sein  soll,  so  können  wir  auf  ihr  den 
Bogen  als  Parameter  verwenden  und  dementsprechend  den  Ansatz 
machen: 

d^  =  - — "V  •  ^    =  cos  X  •  ds  =  cos  (9  +  i^)  d{6  +  it) 

1         d  V-\-  idY        .  -.  •/,•,,  7/      ,•  N 

dri  =  —  '     . —  =  s\ny-  ds  ==  sin  {(f  -\-  i-^)d{6  -{-  ix) 

(Vgl.  die  Formeln  8  auf  S.  12  und  14  auf  S.  72).  Nach  Trennung 
der  reeUen  und  rein-imaginären  Bestandteile  ergibt  sich  hieraus 

dX\      I      (cos  9)  coshz/' +  sinqo  sinht/;)  ^(? 
dU\      [  +  (cos  cp  cosh  t^  +  sin  9  sinh  ip)  dt , 

dl\      [      (sing?  cosh  t^' +  cos  9)  sinh i^')rf(? 
d^l      1  +  (sin  <5P  cosh  t/;  +  cos  cp  sinh  il')  dr , 

worin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  das  Feld  (^Z),  die  unteren  auf  das 
Feld  (TF)  beziehen.  Für  die  quadrierten  Bogenelemente  in  den  beiden 
Feldern  erhält  man  die  Ausdrücke: 

dX^+dY^=cosh2xl,  ■  (dö-i-dx-)  +  2dödx, 
(4)  y  J  > 

dU'--\-d V-  =  cos A 2 1^  •  (fZö-  +  dx^)  -  2dadx . 

I.  SoU  die  vorgelegte  quadratische  DifFerentialform  (1)  sich  durch 
Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  auf  den  ersten  der  unter 
(4)  zusammengestellten  Diflferentialausdrücke  reduzieren,  so  muß,  wenn 
etwa 
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(5)  <^=J  fiip)dp,       T  =  J  /"j (q) dq 

angenommen  wird,  J"' =  fiip)  ■  f2(Q)  sein. 

Es  muß  also  die  partielle  Differentialgleichung      ^     =0   erfüllt 
sein.     Weiter  ergibt  sich 

E  =  cosh  2t^  •  f^\p) ,     G  =  cosh  24'  ■  f^^q) , 
woraus 

a; log^  _  d-logG 
dpdq  cpdq_ 

folgt. 

Es  findet  sich  aber  ferner 

f.'{p)-lF\      f,\q)^lF^ 

und  hieraus  fließen  zwei  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
die  die  oben  angeführte  Gleichung  zweiter  Ordnung  zur  Folge  haben^ 
nämlich 

Sind  diese  Gleichungen  erfüllt,  so  lassen  sieh  die  reellen  Funktionen 
fi(p):  f]>iQ-)  insbesondere  auch  so  bestimmen,  daß  sie  positiv  ausfallen: 

Hieraus  ergibt  sich 

(Ba)  cosh2^.  =  l^p, 

womit  die  geforderte  Gestalt 

Edp^-\-  2Fdpdq  +  Gdq^=  cosh 2^  •  {dö--^  dr^)  -\-  2dadr 

hergestellt  ist.  Wir  können,  um  4.'  unzweideutig  zu  bestimmen,  noch 
weiter  festsetzen,  daß  auch  4'  einen  positiven  Wert  haben  soll,  können 
also  verlangen,  daß 

(8  b)  smh2^-"'^^^' 

F 

und  dem  entsprechend 

(9)  cosh,  =1/2^^,     ,i„t,=]/>%^ 

sei.  Damit  nun  der  gefundene  Ausdruck  mit  dem  unter  (4)  an- 
geführten identifiziert  werden  kann,  muß  die  Funktion  4^  uoch  eine 
weitere  Bedingung  erfüllen,  sie  muß  als  reeller  Bestandteil  einer  ana- 
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Ijtischen  Funktion  von  (5  +  ix  aufgefaßt    werden    können,    muß    also 
der  Laplaceschen  Differentialgleichung  genügen 

Dies  ist  die  Bedingung  dafür,  daß  man  die  mit  tp  bezeichnete 
reelle  Winkelgi'öße  durch  eine  Quadratur  über  ein  vollständiges  Diffe- 
rential finden  kann, 

CG  J 

oder 

Es  ist  also  notwendig  identisch 


C\C^ 

J  1^ 


(10)  .,  =  I  f^^ß^ 


(11)       •  —    '  ^^ f-^       -^^ =  0 

^  dpVEG—F^       dqVEG  —  F^ 

Hiermit  ist  der  erste  Teil  unserer  Aufgabe  in  der  Hauptsache  erledigt: 

Damit  die  quadratische  Differential  form  (1)  geeignet  sei,  das  quadrierte 
Bogenelement  des  Punldfeldes  (Z)  im  zweiten  Bilde  einer  ebenen  analy- 
tischen Kurve  so  darzustellen,  daß  die  Kurvenzüge  p  =  const,  q  =  const. 
den  entsprechenden  im  Funldfelde  [^V)  isometrisch  zugeordnet  sind, 
ist  not u  endig  und  hinreichend  das  Bestehen  der  Gleichungen  (6)  und  (11)-^) 

Daß  diese  Bedingungen  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  hin- 
reichend sind,  ergibt  sich  daraus,  daß  man  die  Größen  X,  Y,  U,  V 
aus  den  Gleichungen  (3)  wirklich  bestimmen  kann,  wie  wir  sogleich 
sehen  werden. 


1)  Für  Leser,  die  mit  der  Theorie  der  krummen  Flächen  vertraut  sind, 
bemerken  wir  noch,  daß  die  Gleichung  (11)  in  diesem  Zusammenhange  auch 
durch  die  Gleichung  K^  0  ersetzt  werden  kann,  die  aussagt,  daß  da.s  Krümmungs- 
maß der  quadratischen  DifFerentialform  (1)  identisch  verschwindet.  Wenn  man 
nämlich  i?  ==  (?  =  cosh  «/>   und  2^=1  setzt,   so  reduziert  sich  die  genannte  For- 

Allgemein  läßt  sich  das  Krümmungsmaß  durch  eine  Formel  darstellen ,  in 
der  die  linke  Seite  der  Gleichung  (11)  unmittelbar  vorkommt 

E  F  G     \ 

K= 1    EEG     I-         J  |A_^g-L^g^_A    ^'i-_^P^ 

VEG-Fy     J  J  /  2yEG-F'hqYEG-F'-      dpVEG-F' 

A   ^7    ^7 

Diese  Formel,  die  vor  sonst  üblichen  abkürzenden  Ausdrücken  für  das  Krümmungs- 
maß u.  a.  auch  den  Vorzug  hat,  nur  dann  illusorisch  zu  werden,  wenn  das 
Krümmungsmaß  selbst  zu  bestehen  aufhört,  ist  bereits  von  Frohenius  angegeben 
worden  (Grelles  J.,  Bd.  110,  S.  28).  Auf  analoge  Art  lassen  sich,  nebenbei  bemerkt, 
auch  die  Ausdrücke  von  Codazzi  umformen. 
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II.   III.  Wir  setzen: 

(12) 


A=/|      cos,y^^4+^.f|..^  +  sin,.>W 

J  i  /  V  WC w    ~i  /w  "I  /    v  V O  -X-  W    t  /Y^  \ 


V  =    I  sin 


'A/Veg  +  f  -\/e    -.  i/Veg—f  -\/g    -,  \ 


l\  yVEG-F  i/e   ,    ,    .       }/Yeg  +  f  i/g 

Lcl  erhalten  dann 


1   =  V  ^  Q  ,       \    =  V  —  p; 

(14)  I  =  A  +  H^ ,     1]  =  V  -\-  IQ. 

Man  kann  sich  leicht  durch  Ausrechnung  davon  überzeugen,  daß  die 
Ausdrücke  unter  den  Integralzeichen  vollständige  Differentiale  sind, 
ferner,  daß  nun  in  der  Tat 

Edp^+2Fdpdq  +  Gdq^=dX^+dY\ 

Edp^  -  2Fdp dq  +  Gdq^=^  dü'^  +  d  V- 
wird. 

Es  ergibt  sich  also  aus  unseren  Formeln  ein  Kontinuum  von 
OQ^  Lösungen  der  gestellten  Aufgabe,  vermöge  der  fünf  Quadraturen 
(10)  und  (12).  Sie  alle  werden  untereinander  vertauscht  durch  die 
Transformationen 

X*=      cos(jPo- (X— Xq)  +  sin^jß.  (F—  Fq), 
Y*=—  sin  cpo-  {X  —  Xq)  +  cos  qpo  •  (T—  Fq); 


(15) 


f7*  =      cosg^o  ■  (U  -  üo)  +  sin  <Po  ■  (^  -  ^o)' 

F*  =  -  sin  cp,.(U-  Q  +  cosg^o  ■  {V  -  V,)- 

t*  =      Gos (p^ii    -    ^o)  +  sin g)o •  (^   -  %), 

^*  =-  sinqpo  •  (|    —    y  +  cos^q-  (i]  —  i/q), 

deren  geometrischer  Inhalt  offenkundig  ist. 
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Hiermit  haben  wir  erst  eine  kontinuierliche  Schar  von  Lösungen 
aufgefunden,  deren  es  in  der  Regel  mehrere  gibt.  Man  übersieht 
sofort,  daß  eine  weitere  Schar  von  Lösungen  entsteht,  wenn  mau  die 
zusammengehörigen  Punktfelder  (X,  Y),  {U,V),  (|,  •»?)  alle  derselben 
reellen  Umlegung  unterwirft.  Aus  diesen  beiden  Scharen  gehen  noch 
zwei  weitere  hervor,  wenn  man  unter  Festhaltung  des  Feldes  (X,  Y) 
das  Feld  (U,  V)  einer  reellen  Drehung  durch  den  Winkel  ;r  unter- 
wirft. Drei  weitere  Scharen  von  je  oo''  Kurven  (|,  rj)  werden  daher 
geliefert  durch  folgende  involutorische  Transformationen,  die  zusammen- 
genommen mit  der  Identität  eine  Gruppe  bilden, 

(16)     i*  =  I,  )f  =  --  ?j;     S*  =  il,  if  =  iT,;     I*  =  it,  yf  =  -  ilj. 

Eine  genauere  Erörterung  unserer  Lösungsmethode,  auf  die  wir 
wohl  verzichten  dürfen,  zeigt,  daß  hiermit  alle  Lösungen  der  Auf- 
gaben 11.  und  111.  gefunden  sind.  II.  für  sich  betrachtet,  hat  natür- 
lich nur  zwei  getrennte  Scharen  von  Lösungen. 

tJbrig  bleibt  schließlich  noch  der  bisher  ausgeschlossene  Fall 
F  =  0.  Man  sieht  sofort,  daß  dann  das  nunmehr  orthogonale  Kurven- 
uetz  im  Punktfelde  (Z)  vöUig  beliebig  bleibt  und  daß  das  zugeordnete 
Xetz    des   Feldes   (W)    aus    ihm   vermöge   einer   Drehung   durch   den 

Winkel   +  ~  hervorgeht. 

Ist  das  Netz  im  Felde  (Z  i  durch  eine  quadratische  Differential- 
forni  Edp^  -j-  Gdq^  (vom  Krümmungsmaß  NuU)  gegeben,  so  erfordert 
seine  Bestimmung  in  der  Regel  die  Integration  von  zwei  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  und  drei  Quadraturen. 

Von  den  gefundenen  Formeln  lassen  einige  eine  Deutung  zu,  die 
uns  nicht  ohne  Interesse  zu  sein  scheint. 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  mit  ds^  und  r/Sg  die  beliebig 
aber  bestimmt  gerichteten  Bogenelemente  der  Linienzüge  r  =  const 
und  6  =  const  im  Punktfelde  (^Z),  so  können  wir  setzen 

S^  ^        ^Y        .      , 

o     =       cos  CP,       ^-  =  sin(P, 

/    =       cos  ^,       1     ==  sin  'J*". 

Da  die  den  genannten  Kurven  im  Punktfelde  (TF)  isometrisch 
zugeordneten  Kurven  (Fäden)  mit  jenen  durch  wechselparallele  Tan- 
genten verbunden  sind,  so  ist  gleichzeitig  enftcedcr 

5-=       COS  W,      „     =       sin  *¥ , 

^^^  ^         ^f^  ■     ^ 

^=—  =  —  cos  <P ,       ^^—  =  —  sin  «P : 

CS,  '        ds, 

study,  Geometrie  I.  6 
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oder 

ir^  =  —  COS  ^jP"  ,       ^     =  —  sin  W , 

dV  .         aF  .     ^ 

.^—  =       cos  a> ,       ^.—  ==       sm  <P . 

Da  die  zweite  dieser  Anualimen  sich  sofort  auf  die  erste  zurück- 
führen läßt,  so  behandeln  wir  weiter  nur  diese.  .  Wir  erhalten  dann 
die  Gleichungen 


dX  =  ]/cos  h2i'  ■  {cos  <^d6  +  cos  War]  , 
d  Y=  ]Acos  h2xj;  •  {  sin  Odö  +  sin  Wdt}  , 

dU=  y  cos  h2i>  '  {cos  Wdö  —  cos  ^^dx]  , 
dV=  yco8h2^-  {sin  Wdö  —  sin  Qdr)  . 

Die  bis  auf  Vielfache  von  2;r  bestimmten  Winkel  W  —  ^  und 
<r>  —  W  kann  man  hier  als  Mascltenwinkel  des  Netzes  der  Koordinaten- 
linien im  ersten  und  zweiten  Bilde  bezeichnen.  Vergleichen  wir  jetzt 
die  aus  den  letzten  Formeln  sich  ergebenden  Ausdrücke 

dX^-^dr-  =  cosh  2^  ■  {dö'^+  2  cos  (W-  0)d6dx  +  dx^\  , 

dU-^  dV^  =  cosh  2il;  ■  {d6--2  cos  ('J^-  (p)d6dT  +  dt'} 

mit  denen  unter  (4),  so  sieht  man,  daß 

(17)  cosh  2t  ■  cos  (W  -  ^)  =  l 

ist,  daß  also  die  quadrierten  Bogenelemente  (4)  auch  in  die  folgende 
gleichfalls  charakteristische  Form  gesetzt  werden  können: 

7  V2  _L /7  V2 d<j*4-2  C08(^ —  <P)  dadt  -\-  dr^ 

(18) 

^      '  .rj2,      .y2  _  da'' -  2  cosjW  -  ^)  dßdr  +  dt' 

^    "•"  cosi'F— <5) 

Man  hat  also 


d6=yG0s{W—  0)ds^,     dt=y(ios{W—  0)ds.^, 

und  damit  den  Lehrsatz: 

Damit  die  Kurven  (reellen  Liniemüge)  eines  (nicht  orthogonalen) 
ebenen  Netzes  p  =  const.,  q  =  const.  mit  den  Kurven  t  =  const.,  6  =  const. 
identifiziert  iverden  können,  die  etwa  im  VnnJdfelde  (Z)  des  zweiten 
Bildes  einer  analytischen  Kurve  auftreten,  ist  nottvendig  und  hinreichend, 
daß  das  Integral 

<'19)  J  V/s]/ cos  (*F—  ai)      {  W—  <P  =  MaschenwinM  ] , 
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erstreckt  längs  irgend  einer  der  Kurven  q  =  consf.  oder  p  =  consf.  einen 
Werf  hat,  der  nur  von  den  begrenzenden  Kurven  p  =  co)ist.  oder 
q  =  const.  abhängt.  (Natürlicli  in  einem  Bereiche,  in  dem  diese  Kurven 
als  Koordinatenlinien  benutzt  werden  können.) 


Bis  hierher  haben  wir  die  Transformation  Z — >  W,  die  mit 
irgendeiner  analytischen  Kurve  (abgesehen  von  den  Geraden  mit  reeller 
Bichtung)  verbunden  ist,  als  eine  Zuordnung  reeller  Punkte  erklärt. 
Indessen  ist  sie  analytisch,  und  es  hindert  daher  nichts,  diese  Trans- 
formation, die  ja  auch  um  ihrer  selbst  willen  betrachtet  werden  kann, 
ins  komplexe  Gebiet  fortzusetzen.  Diese  enveiterfe  Transformation, 
die  wir  nun  besser  durch  das  Zeicbeu  (X.  Y) — *' {U,  V)  andeuten 
werden,  erfreut  sich  einer  Eigenschaft,  die  erkennen  läßt,  daß  wir  es 
im  Grunde  mit  einem  Stoffe  zu  tun  haben,  der  in  die  Theorie  der 
sogenannten  Translations-  oder  Schiebungsflächen  gehört,  und  die  wir 
deshalb  wenigstens  nicht  ganz  mit  Stillschweioren  übergehen  wollen. 
Wir  setzen  in  diesem  kleineu  Anhang,  der  ohne  Schaden  für  den  Zu- 
sammenhano-  übergano-en  werden  kann,  die  einfachsten  Eigenschaften 
dieser  Fläcbenklasse  als  bekannt  voraus.^)  Einige  Andeutungen  über 
die  bezeichneten  Verhältnisse,  die  sich  übrigens,  gleich  manchen  der 
zuvor  betrachteten,  in  der  Theorie  der  analytischen  Raumkurven  in 
ganz  ähnlicher  Weise  wiederfinden,  werden  als  genügend  gelten  können. 

In  dem  loniplcxen  Punhtfeld  (X,  Y)  gibt  es  zwei  (nicht  not- 
wendig verschiedene)  analytische  Scharen  von  je  oo^  Kurven,  die  so  be- 
schaffe)!, sind,  daß  alle  Kurven  einer  jeden  Schar  durch  Schiebujigen  in- 
einander übergeführt  werden  Irinnen,  und  daß  ihnen  im  Punldfeld  ( U,  V) 
Kurven  der  gleichen  Eigenscliaft  entsprechen. 

Die  beiden  Kurvenscharen  eines  jeden  der  leiden  Felder  sind  lon- 
jugiert-Txomplex. 

Aus  jeder  der  genannten  Kurven  des  ersten  Feldes  geht  die  zuge- 
ordnete Kurve  des  zweiten  Feldes  durch  eine  Homothetie  von  der  Periode 
vier  hervor. 

Die  Kurven  aller  vier  Scharen  aber  entstehen  ebenfalls  durch 
AhnlicMeitstransformationen  aus  der  analytischen  Kurve  —  dem  Ort  der 
Punkte  (i,ri)  — ,  deren  zweites  Bild  die  Transformation  Z —^  W 
reeller  Punlde  id. 

Alle  diese  Eigenschaften,  und  andere,  die  wir  nicht  ebenfalls  in 
Worte  kleiden  wollen,  können  fast  unmittelbar  abgelesen  werden  aus 
den  Formeln  (7)  in  §  1,  wenn  wir  diese,  wie  auch  bisher  schon,  auf 
den  Fall  einer  (mindestens  zum  Teil)  in  Parameterdarstellung  ge- 
gebenen analytischen  Kurve  anwenden: 


1)  Der  Leser  kann  sich  an  vielen  Orten   darüber  unterrichten.     Vgl.  Math. 
Enc.  III,  D,  5  (i?.  V.  Lilienthal,  Besondere  Flächen)  Nr.  6. 

6* 
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2x  =  (i-i)iro  +  (i  +  Oi(ö; 
2r=(i-o^(0  +  (i  +  ^)#), 
2(7=  (1  + 01(0 +  (i-ol(ö, 

2F  =  (i  +  oi?(o  +  a-oKö- 

Aus  diesen  Formeln  erhält  man  nämlich  die  analytische  Fortsetzung 
(X,  Y) — y-CU,  V)  der  Transformation  Z — >-  W  ins  komplexe  Gebiet, 
also  die  Erweiterung  dieser  letzten  Transformation,  wenn  man  — 
in  dazu  geeignetem  Bereich  —  die  konjugiert -komplexen  Veränder- 
lichen t  und  i^  durch  zwei  voneinander  unabhängige  komplexe  Ver- 
änderliche ersetzt. 

Die  genannten  Transformationen  von  der  Periode  vier  zum  Bei- 
spiel haben  die  Form 

U  =  iX  -\-  const ,      F  =  /  F  -f  const 
und 

U  =  —  iX  -{-  const ,      V  =  —  iY  -\-  const . 

Diese  und  andere  Einzelheiten  möge  der  Leser  sich  selbst  deutlich 
machen. 

§11. 

Stellen  besonderen  Verhaltens 
einer  analytischen  Kurve  und  ihrer  Bilder. 

In  unserer  bisherigen  Untersuchung  analytischer  Kurven  und 
ihrer  Bilder  haben  wir  nur  Stellen  von  besonders  einfachen  Eigen- 
schaften in  Betracht  gezogen,  die  Stellen  nämlich,  die  wir  als  Stellen 
allgemeiner  Lage  (vgl.  S.  49)  bezeichnet  hatten.  Wollen  wir  jetzt 
die  Untersuchung  auf  alle  Stellen  der  Kurve  (vgl.  S.  39)  ausdehnen, 
so  haben  wir  noch  zwei  weitere  Fragen  zu  erledigen.  Zunächst:  Wie 
verhalten  sicli  die  beiden  Bilder  von  Kurveupunkten,  die  zwar  regu- 
läre Stellen  der  Kurve  aber  nicht  solche  allgemeiner  Lage  sind;  und 
zweitens:  wie  verhalten  sich  die  Bilder  der  übrigen  Stellen? 

Ohne  alle  vorkommenden  Möglichkeiten  gründlich  zu  unter- 
suchen —  was  ein  ziemlich  weitschichtiges  Unternehmen  sein  würde  — 
wollen  wir  doch  einen  Begriff  von  der  Sache  geben. 

Wir  betrachten  zunächst  in  aller  Kürze  den  Fall,  wo  in  einem 
regulären  Kurvenpunkte  {^q,  i]q)  eine  Minimalgerade,  sagen  wir  bei- 
spielsweise eine  rechtseitige  Minimalgerade,  Kurventangente  ist.  Wenn 
wir   der  Einfachheit   halber   die  Größen  2  =  ^  —  ii]    und   iv  =  h,  -{-  ir} 

als  Koordinaten    verwenden,    so    muß   dann  lj=]=0  sein.     Sind   an 
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der  betrachteten    Stelle   alle   Differentialquotienten  (^^^)   gleich  Null 

j-k  +  i) 
von  Null  verschieden,  so  hat  die  Entwickelung  von  tv  nach  Potenzen 
von  J  —  Zq  die  Gestalt 

tv  -  ic,=  Q-If^'  {Co+c,Q-z,)  +  ■■■}     (Co+  0). 

Die  rechtseitige  Minimalgerade  w  —  iVq  =  0  hat  also  Je  -f  1  zusammen- 
fallende Punkte  mit  dem  Zweige  unserer  analytischen  Kurve  an  der 
Stelle  (Iq,  7]q)  gemein,  anders  ausgedrückt,  sie  hat  mit  ihm  eine  Be- 
rührung von  der  Ordnung  l\ 

Aus  der  angegebenen  Reihenentwicklung  ersieht  man  sofort,  wie 
sich  das  erste  Bild  an  den  zugehörigen  Stellen  2q  und  iv^  verhält: 
Der  Punkt  ic^  ist  ein  Jc-facher  VerziveigungspunM  der  Riemannschen 
Fläche  (iv),  d.  h.  in  ihm  hängen  Z;  -f-  1  Blätter  der  Fläche  im  Zyklus 
zusammen,  so  daß  man  erst  nach  {h  -f  1) -maligem  Umlauf  um  diesen 
Punkt  in  das  ursprüngliche  Blatt  zurückkommt.  Die  Riemannsche 
Fläche  (z)  hingegen  verhält  sich  in  der  Umgebung  von  s^  regulär 
und  dem  (Jz  -f  1)- maligen  Umlauf  um  iv^  entspricht  ein  einfacher 
Umlauf  um  s^. 

Das  zweite  Bild  verhält  sich  an  den  entsprechenden  Stellen  Z^,  Wq 
regulär,  und  zusammengehörige  Fortschreitungsrichtungen  stehen  auf- 
einander senkrecht.  Man  kann  etwa  sagen:  „Das  zweite  Bild  ist  an 
dem  Stellenpaar  {Z^^  W^  in  h^^^  Annäherung  eine  Drehung  durch 
einen  rechten  Winkel  (die  bei  unserer  Annahme  im  negativen  Drehungs- 
sinn erfolgt)."  — 

Zweitens  nehmen  wir  an,  daß  die  Tangente  der  gegebenen  ana- 
lytischen Kurve  in  einem  regulären  Punkt  (Ig,  7/0)  eine  reelle  Rich- 
tung habe.     Es  ist  dann 

{dl^dri  —  d\dri\=0    und     {dw dw  —  dz dTj^^  0 . 

Das  erste  Bild  zeigt  kein  singuläres  Verhalten,  nach  unserer  Definition 
der  singulären  Stellen  einer  Transformation  z  — >-  iv .  Indessen  treten 
natürlich  doch  Besonderheiten  ein  (vgl.  §  12);  namentlich  kann  man 
sagen,  daß  bei  (/:  +  1)- punktiger  Berührung  der  Kurve  mit  ihrer 
Tangente  in  (|q,  i/^)  das  quadrierte  Vergrößerungsverhältuis  der  Ab- 
bildung 2  — ►  IV  an  der  Stelle  (^q,  w^  „iu  Z;'*""  Annäherung"  gleich 
der  Einheit  sei,  was  wir  hier  nicht  weiter  erläutern  wollen. 

Das  zweite  Bild  wollen  wir  nur  in  dem  Falle  betrachten,  in 
dem  die  Kurventangente  eine  Berührung  erster  Ordnung  mit  der 
Kurve  hat.      In  ,  diesem  Falle,   der  durch   das  Nichtverschwinden  der 

Determinante  ,.  ,,  ,     ,,^ 

/d|  d^ji  _  dri_  d'|\ 

\ds  ds-        ds  ds^J^ 


86  I:  §  11-     Analytische  Kurven.     Stellen  besonderen 

gekennzeichnet  ist,  existiert  au  der  Stelle  {t^,  y]^,)  ein  irreduzibeler 
Krümmuugskreis. 

Die  für  das  zweite  Bild  dieses  Kreises  geltenden  Eigenschaften 
werden  im  Infinitesimalen  auch  für  das  zweite  Bild  unserer  Kurve  er- 
halten bleiben,  so  daß  wir  auf  Grund  der  Ergebnisse  des  §  4  zu 
folgenden  Sätzen  gelangen,  mit  denen  wir  uns  begnügen  wollen: 

Megnläre  Stellen  mit  zirripunhfif/  herührender  Tangente  von  reeller 
liicMung  sind  auf  einer  analytischen  Kurve  —  ivenn  sie  üherhaiipt  vor- 
handen sind  —  auf  Fäden  verteilt,  die  höchstens  in  abzählbarer  Menge 
vorlcommen  Iwnnen. 

I.  Ln  ersten  Bilde  entsprechen  solchen  Fäden  Paare  von  reellen 
Kurvenzügen  (Faden),  die  isometrisch  aufeinander  bezogen  sind. 

IL  Im  zweiten  Bilde  entspricht  einem  solchen  Faden  ein  Paar  von 
krummen  Linienzügen  (reellen  Fäden)  mit  parallelen  Tangenten  in  zu- 
geordneten Punkten;  oder  auch  ein  einzelner  PunJä  des  Feldes  (Z) 
oder  (W).  verbunden  mit  allen  Punltcn  eines  reellen  Fadens  im  anderen 
Feld\w)  oder  (Z). 

Biese  Punkte  und  Fäden  sind  Verziveigungsörter  für  die  (wie  wir 
sagten:  Biemannschen)  Flächen,  mit  denen  man  die  Ebene  oder  Teile 
von  ihr  überdecken  muß,  um  die  Transfortnation  Z —>  W  eindeutig  zu 
machen. 

Der  „allgemeine  Fall"  ist  offenbar  der,  wo  —  das  Vorhandensein 
solcher  Figuren  vorausgesetzt  —  gepaarte  Kurvenzweige  auch  im 
zweiten  Bilde  auftreten. 

Im  Felde  (Z)  oder  (TT')  erhält  man  statt  eines  Fadens  einen 
Punkt,  der  für  die  Abbildung  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist,  nur 
dann,  -wenn  die  entsprechenden  isometrisch  gepaarten  Fäden  der  Felder 
(z)  und  (w)  kongruent  sind  und  überdies  durch  eine  Drehung  durch 
einen  rechten  Winkel  punktweise  zur  Deckung  gebracht  werden 
können.  ^) 

In   beiden  Fällen   ergibt   sich   aber  noch  eine  genauere  Einsicht 


1)  Aus  dem  auf  Seite  44  angeführten  Satze  VII  ergeben  sich  leicht  alle  ana- 
lytischen Kurven,  in  deren  zweitem  Bilde  die  besprochene  Besonderheit  auftritt. 
Es  sei  q){t)  eine  nicht  konstante  analytische  Funktion,  deren  Existenzbereich  ein 
Stück  der  Achse  der  reellen  t  einschließt.  Es  sei  ferner  6 -\- ix  ein  Wert  von  t, 
der  dem  genannten  Existenzbereich  angehört  und  jenen  reellen  Werten  hin- 
reichend benachbart  ist.     Die  Formeln 

^  =  —  {  +  «qp((7  +  iz)  -f  ^(ö  +  ir) }  +  const , 

7j  =  — :  {  +  '  <P (^  +  i'''^)  —  ^  C«'  "H  *'^)  1  +  const 
2  t 

stellen  dann  ein  Stück  einer  beliebigen  Kurve  der  besonderen  Art  dar,  wenn  man 
in  beiden  die  oberen  oder  in  beiden  die  unteren  Zeichen  Avählt. 
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in  die  Art  der  Verzweigung;  handelt  es  sich  etwa  um  ein  Paar  von 
Verzweiguugsfäden.  so  findet  sich: 

In  jedem  einzelnen  der  im  letzten  Satze  genannten  Verzweigungs- 
fäden hängen  an  solchen  Stellen,  ivo  die  Fäden  nur  eine  ziveipunldige 
Berührung  mit  ihren  Tangenten  haben,  zwei  Blätter  der  bezeichneten 
Fläche  miteinander  zusammen,  und  z,nar  umgeben  die  Blätter  das  be- 
nachbarte Fadenstüclc  von  außen. 

Das  heißt,  die  beiden  Blätter  liegen  auf  der  konvexen  Seite  des 
Fadenstückes  und  bilden  dort  eine  Falte.  (Vgl.  die  in  §  4  ange- 
stellten Überleo-ungeu,  wo  die  Verzweigangsfäden  die  reellen  Züge 
von  Kreisen  sind.) 

Wir  verzichten  auf  die  Betrachtung  von  Kurven  6  =  const., 
T  =  const  —  deren  Verhalten  übrigens  an  den  nicht  ausdrücklich 
ausgeschlossenen  Stellen  unschwer  ermittelt  werden  kann  — ,  wollen 
aber  die  letzten  Sätze  noch  uach  anderer  Richtung  hin  vervoll- 
ständigen. Dazu  stützen  wir  uns  auf  die  S.  44,  45  besprochenen  Sätze 
von  H.  A.  ScJiicarz  und  C.  Segre,  indem  wir  noch  die  evidente  Be- 
merkunjj;  hinzufügen,  daß  die  durch  einen  algebraischen  Faden  be- 
stimmte  Kurve  oder  die  einer  algebraischen  Korrespondenz  zwischen 
algebraischen  Fäden  entsprechende  konforme  Abbildung  ebenfalls  al- 
gebraisch sein  müssen. 

I.  Bei  jeder  reellen  algebraischen  TL  Zu  jeder  algebraischen  aber 
und  Jionformen  Abbildung,  die  nicht  nicht  affinen  Abbildung,  die  als 
auch  äquiform  ist,  gibt  es  eine  end-  zweites  Bild  einer  analytischen  Kurve 
liehe  Zahl  von  reellen  algebraischen  dienen  lann,  gehören  in  endlicher 
Fäden,  die  durch  diese  Abbildung  Anzahl  Paare  von  Verzweigungs- 
isometrisch gepaari  werden.  figuren  der  zuvor  beschriebenen  Art. 

Sind  zwei  reelle  algebraische  Fä-  Jede  dieser  Figuren  besteht  ent- 
den  durch  eine  analytische  und  zu-  weder  aus  einem  Paar  krummer, 
gleich  algebraisch-isometrische  Zu-  reeller,  algebraischer  Fäden,  deren 
Ordnung  pwiktweise  aufeinander  be-  PunJäe  einander  unter  Parallelismus 
zogen,  so  gibt  es  eine  einzige  (eigent-  entsprechender  Tangenten  analytisch 
lieh  Jionforme  iind  eine  einzige)  zugeordnet  sind,  oder  aus  einem 
uneigenüich-hmforme  und  zugleich  Punkt  und  einem  algebraischen 
algebraische  Abbildung,  die  eben  Faden  (Kurvenzuge).  Umgekehrt 
jene  Zuordnung  hervorruft.^)  bestimmt  eine  einzelne  derartige  reelle 

i  Figur  eine  algebraische  Abbildung 
Z  — >■  W  eindeutig. 


1)  In  ähnlicher  Weise  kann  man  überhaupt  jede  konforme  Abbildung  er- 
zeugen, wenn  man  statt  der  Längengleichheit  zugeordneter  Bogen elemeute  zweier 
Fäden  nur  Proportionalität  verlangt.  Aber  die  so  gepaarten  Fäden  —  die  immer 
existieren  —  haben  nicht  die  wenn  auch  mehrdeutige  Bestimmtheit  wie  die, 
von  denen  im  Texte  gehandelt  ^-ird. 
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Wie  man  die  Figuren  finden  kann,  deren  Kenntnis  in  der  zweiten 
Hälfte  des  Satzes  links  Torausgesetzt  wird,  haben  wir  schon  in  §  2 
(S.  23)  gezeigt. 

Beachten  wolle  man  noch,  daß  die  an  zweiter  Stelle  gegfenüber- 
gestellten  Sätze  einander  nicht  vollständig  entsprechen.  Links  ist  der 
Fall  einbezogen,  in  dem  die  konforme  Abbildung  zugleich  (kongruent 
oder)  symmetrisch  ist. 

Ein  interessanter  Sonderfall  tritt  ein,  wenn  die  zu  den  beiden 
Bildern  gehörige  Kurve  reell  ist,  wenn  sie  also  das  Konjugium  zu- 
läßt (S.  46). 

Die  beiden  reellen  Bilder  z  — y  tv  und  Z  — *■  W  einer  reellen 
Kurve  sind  nämlich  involutoriscli^),  d.  h.  man  kann  z.  B.  im  Falle 
des  ersten  Bildes  zu  jedem  Punktepaar  s  — >-  ic  durch  analytische  Fort- 
setzung ein  zweites  z^  — >-  w^  finden,  so  daß  z  mit  a\  und  w  mit  z^ 
zusammenfällt.  Bei  dem  ersten  Bilde  einer  reellen  analytischen  Kurve 
genügt  eine  einzige  Riemannsche  Fläche,  auf  der  man  sowohl  die 
komplexe  Veränderliche  z,  als  auch  die  Veränderliche  ir  deuten  kann. 
Entsprechendes  gilt  für  das  zweite  Bild  (vgl.  §  4). 

Hat  eine  reelle  analytische  Kurve  einen  reellen  Faden  (reellen 
Zug),  so  ist  jeder  einzelne  Punkt  des  Fadens  in  beiden  Bildern  sich 
selbst  zuordnet.  Das  erste  Bild  der  Kurve,  das  nach  unseren  Sätzen 
durch  den  reellen  Zug  eindeutig  bestimmt  ist,  ist  die  von  Herrn 
H.  A.  Schtvarz  eingeführte  Ix'onforme  Spie(jelun(j  an  einem  reellen 
analytischen  Kurvenzug.  Die  Bildpunlde  z,  iv  von  solchen  imaginären 
Ftmlien  (|,  i/)  d(r  Kicrve,  die  sich  in  hinreicliender  Nahe  des  reellen  Zuges 
befinden,  liegen  dann  auf  verschiedenen  Seiten  des  Linienzuges.  Hiervon 
kann  man  sich  etwa  dadurch  überzeugen,  daß  man  die  genannte  kon- 
forme Spiegelung  durch  eine  reelle  konforme  Abbildung  transformiert, 
die  den  reellen  Zug  oder  wenigstens  ein  Stück  davon  auf  den  reellen 
Zug  einer  reellen  (eigentlichen)  Geraden  abbildet.  Die  so  entstehende 
Transformation  ist  nämlich  die  gewöhnliche  Spiegelung  an  dieser 
Geraden  und  da  diese  die  verlangte  Eigenschaft  aufweist,  so  ergibt 
sich  die  Behauptung. 

Für  die  einzige  Riemannsche  Fläche  des  zweiten  Bildes  bildet 
ein  reeller  krummer  Faden  (der  reelle  Zug  der  gegebenen  Kurve  nach 
unseren  früheren  Sätzen  eine  ialte  und,  wo  immer  der  reeUe  Zug 
von  seiner  Tangente  nur  in  zwei  Punkten  berührt  wird,  liegen  benach- 
barte Punkte  Z,  W  auf  derselben  Seite,  nämlich  auf  der  konvexen  Seite, 
und  zwar  in  verschiedenen  der  beiden  längs  der  Falte  zusammen- 
hängenden   Blätter    der  Eiemanuschen   Fläche.     Man   kann   diese   Zu- 


1)  Man  könnte  auch  sagen  symmetrisch,  und  das  ^vürde  einer  sonst 
üblichen  Terminologie  besser  entsprechen.  Indessen  nennen  wir  zwei  Figuren 
nur  dann  symmetrisch,  wenn  die  eine  in  die  andere  durch  eine  Umlegung  über- 
geführt werden  kann. 
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Ordnung  Z— >  TT  oder,  was  dasselbe  ist,  W — >Z  füglich  eine ßächen- 
treue  Spiegelung  nennen,  wenn  auch  durch  das  Beiwort  flächentreu 
die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Abbildung  nicht  erschöpfend 
bezeichnet  sind. 

Es  gelten  also  folgende  Sätze,  deren  erster  von  H.  A.  Schwarz 
herrührt,  und  deren  Unterschied  in  den  Voraussetzungen  man  be- 
achten möge: 

I.  Jeder  hell  eh  ige  reelle  ana-  IL  Jeder  'krumme  reelle  ana- 

lytische Kurvenzug  bestimmt  eine  lytische  Kurvenzug  hestimmt  eine 
(uneigentlich-)  kmiforme  Spiegelung,  (eigentlich-)  flächentreue  Spiegelung}) 

Sei  l(^),  rj(t)  der  vorgelegte  reelle  Kurvenzug  (|,  rj,  t  also  reell) 
so  lasse  man  im  Existenzbereich  der  analytischen  Funktionen  ^  und 
)j  den  Parameter  t  zu  beiden  Seiten  der  Achse  der  reellen  t  ins  kom- 
plexe Gebiet  übergehen.     Vergleicht  man   dann  in  den  Formeln 

x-iij==  1(0  -  ivii),     '<  +  «i'  =  KO  +  «^(0    ■ 
und 

r+  ^X=  (1  +  i)^{t),     V+iY^  (1  +  i)rj{t) 

beiderseits  die  reeUen  und  rein-imaginären  Bestandteile,  so  erhält  mau 
—  nach  einer  Elimination  —  Ausdrücke  für  die  beiden  Spiegelungen. 
Die  Vertauschung  von  t  mit  dem  konjugiert-komplexen  Werte  t  be- 
wirkt eine  Vertauschuug  von  2  mit  w  und  von  Z  mit    TT. 

Eine  unmittelbare  Folge  unserer  Betrachtung  ist  schließlich  der 
folgende  Doppelsatz: 

Haben  zwei  oder  mehrere  reelle  Kurvenzüge  einen  —  möglicheriveise 
nur  komplexen  —  analytischen  Zusammenhang,  so  bestimmen  sie  dieselbe 
uneigentlich -konforme  involutorische  Zuordnung  z  <-*-  w  und  dieselbe 
eigentlicli- flächentreue  involutorisclie  Zuordnung  Z-<->TF. ') 


§  12. 

Fortsetzung :  Die  v^erzweignngspunkte  des  ersten  Bildes. 
Der  Kupvenbogeii  als  Parameter. 

Wir  kommen  jetzt  dazu,  auch  solche  Stellen  des  ersten  Bildes 
zu  betrachten,  die  zu  nichtregulären  —  also  singulären  —  Stellen 
(„algebraischen"  Singularitäten;  vgl.  S.  39)  einer  analytischen  Kurve 
gehören. 


1)  Nämlich  eine  flächentreue  involutorische  Abbildung  von  der  besonderen 
Art,  mit  der  wir  es  hier  zu  tun  haben. 

2y  Math.  Ann.  Bd.  63,  1907,  S.  241.  —  Weitere  hierher  gehörige  Entwick- 
lungen wird  man  in  §  15  finden. 
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Wir  beschäftigen  uns  zunächst  nochmals,  und  etwas  eingehender, 
mit  dem  Prozeß,  der  zur  Auffindung  der  an  irgendeiner  Stelle  regulären 
Parameter  führt  (vgl.  S   41). 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Koordinaten  t,  ?;  der  Kurvenpunkte  in 
der  Umgebung  einer  Stelle  t  =  t^,  ^  =  t^,  ?j  =  )/o  als  gewöhnliche 
Potenzreihen  dargestellt  sind,  die  nach  Potenzen  von  {t — t^)  fort- 
schreiten (Reihen,  von  denen  keine  die  erste  Potenz  zu  enthalten 
braucht).  Jedenfalls  wird  die  Umgebung  eines  jeden  Punktes  der 
analytischen  Kurve  (S.  39)  in  dieser  Form  dai'stellbar  sein.  Nehmen 
wir  an  (was  ja  keine  Einschränkung  bedeutet),  daß  lo  ="  ^/o  ^  ^o  ==  ^ 
sei,  so  erhalten  die  Reihenentwicklungen  die  Gestalt 

Machen  wir  etwa  die  Annahme,  daß  A  von  Null  verschieden  sei  und 

j/. — 
verstehen  wir  unter  y  ^  einen  beliebigen,  aber  bestimmt  ausgewählten 

.V  ,- 

der  M  Wurzelwerte,  so  können  wir  die  Größe    yt,  durch  die  Gleichung 

eindeutig   erklären,    wenn  wir  den  Klammerausdruck   nach  dem  bino- 
mischen Satze    entwickeln.     Lösen  wir  jetzt    nach  t  auf,    so    erhalten 

wir    für  t  eine    Reihe,    die    mit    der    ersten    Potenz    von  y^  beginnt. 
Substituieren  wir   ferner   diesen  Wert   von  t  in   die  Entwicklung  von 

3[  — 

1],  so  ergibt  sich  eine  Reihe,  die  ebenfalls  nach  Potenzen  von  y^  fort- 
schreitet und,  wenn  B  von  Null  verschieden  ist,  mit  dem  Gliede 


beginnt.     Die  ausgeschlossenen  Annahmen  A  =  0  oder  7?  =  U  führen 
zu  geraden  Linien  und  können  also  beiseite  gelassen  werden. 

In  der  gefundenen  Reihe  brauchen  nicht  alle  Exponenten  X  +  1 , 
JV+  2,  .  .  .  wirklich  vorzukommen.    Es  kann  nun  sein,  daß  die  Reihe 

-V  -  -^ 

in  Wirklichkeit   nach   einer  Potenz   von  y^  fortschreitet,    die   wir  ^"' 

nennen   wollen,    wobei    also  m  einen  Teiler    von  M  bedeutet.     Dann 

hat  die  Entwickeluns:  die  Form 


^0^ 


+  ^.5""''+---     [v=^l'  »0+0) 


Hierbei  werden  wir  annehmen  dürfen,  daß  ni  nicht  wieder  durch  einen 
seiner  Teiler  ersetzt  werden  kann,  oder  anders  ausgedrückt,  daß  die 
Zahlen  m;  n,n  -[-  a,  n  -\-  ß  .  .  .  (0  <  a  <  /3  .  .  .)  teilerfremd  sind,  wenn 
^Q}  ^af  ^i'  ■  ■  ■  ^i®  nicht -verschwinden  den  Koeffizienten  bedeuten. 
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Führen  wir  jetzt  den  neuen  Parameter  t  =  |"'  ein,  so  erhalten  wir 

Dieser  Parameter  t  hat  aber  zufolge  der  über  die  Zahlen  m,n,n-\-u, 
w  +  /3,  .  .  .  gemachten  Annahme  die  Eigenschaft,  daß  für  eine  gewisse 
Umgebung  des  Xullpunktes  die  Parameterwerte  den  Kurvenpunkten 
umkehrbar  eindeutig  entsprechen.    Diese  Eigenschaft  wird  durch  eine 

reguläre    Parametersubstitution    /*=/*(f)      ("jtI+OI   nicht    zerstört. 

Führen  wir  tatsächlich  f-'  als  neueu  Parameter  ein,  und  lassen  wir 
die  Sternchen  nachträglich  wieder  wes;,  so  erhalten  schließlich  unsere 
Potenzreihen  die  Gestalt: 

^  ^  r,^h{t''  +  \t"^^^ }.      {«  ^1} 

Diese  Formeln  gleichen  äußerlich  denen,  von  denen  wir  aus- 
gegangen waren.  Nmimelir  ist  aber  t  ein  regulärer  Parameter,  und 
die  Zahlen  m  imd  n  können  nicht  mehr  durch  kleinere  Zahlen  ersetzt 
werden,  wie  es  bei  den  oben  Ji  und  X  genannten  Zahlen  möglicher- 
weise der  Fall  war.  Hat  eine  der  Zahlen  m,  n  den  Wert  Eins,  so 
ist  der  betrachtete  Kurvenpunkt  selbst  regulär. 

Der  Leser  möge  sich  das  Wesen  dieser  regulären  Parameter  etwa 
an  den  Beispielen 

l  =  t%     r,  =  f'+t' 
und 

I  =  t',     rt  =  f  -f  t' 
deutlich  machen. 

Wir  behaupten  nuumehr: 

Unter  den  an  einer  bestimmten  Stelle  regulären  Parametern  befindet 
sich  hei  allen  Kurven,  die  nicht  Minimalgerade  sind,  eine  geeignete  (unter 
Umständen  gebrochene)  Potenz  des  Kurrenbogens,  nenn  in  diesem  die 
ivillldirliche  additive  Konstante  so  bestimmt  nird,  daß  er  an  der  be- 
trachteten Stelle  den   Wert  Xull  annimmt. 

Dies  kann  man  folgendermaßen  einsehen.  Augenscheinlich  wird 
die  charakteristische  Eigenschaft  eines  regulären  Parameters  durch 
irgendeine  affine  Transformation  nicht  zerstört.  Das  Gesagte  gilt 
also  auch,  wenn  wir  unsere  Kurve  statt  auf  gewöhnliche  Cartesische 
Koordinaten  auf  Minimalgerade  als  Koordinatenlinien  beziehen,  wenn 
wir  mithin  als  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  etwa  die  Größen 

z  =  '^  —  irj,     w  =  i.  -{-  ii, 

benutzen.    Wir  erhalten  dann  an  Stelle  von  ( 1 )  neue  Entwicklungen: 
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worin  wir  die  Konstanten  a,  ß  als  von  Null  verschieden  voraussetzen 
dürfen. 

Die  Exponenten  ,u  und  v  sind  jetzt  die  Yerzweigungszahlen  der 
beiden  Riemannschen  Flächen  in  der  Umgebung  der  Stelle  ^  =  0,  mit 
denen  die  beiden  Felder  (z)  und  (tv)  des  ersten  Bildes  zu  überdecken 
sind,  d.  h.  sie  bezeichnen  die  Zahl  der  Blätter,  die  an  diesen  Stellen 
im  Zyklus  miteinander  zusammeahängen  —  (ß,  —  \)  und  {y  —  1)  sind 
die  vielfach  statt  der  Yerzweigungszahlen  benutzten  Ordnungszahlen 
der  Verzweigungspunkte.  Es  ergeben  sich  nämlich  aus  (2),  weil  t  als 
regulärer  Parameter  vorausgesetzt  ist,  Reihenentwicklungen  von  der  Form 

1-  r  r  +  1 

ß'^  .  z  =  a{  IV  •■  +  ß'w~^  H } , 

in   denen  keine  der  Zahlen  u  und  v  durch  einen   ihrer  Teiler  ersetzt 
werden  kann. 

Das  quadrierte  Bogenelement  ist  nun  durch  die  Formel 

ds^=dl^-\-drf=dz-dw 

erklärt.     Man   erhält   also,    da  an   der  betrachteten   Stelle  ^  =  0  auch 
5  =  0  sein  soll 

^  =  2'^.|r^-+r,*-^-^-+...). 

Daher  ist 


k 


o,"  +  V 


ein  an  der  Stelle  t  =  0  regulärer  Parameter. 

Wenn  also  zu  dem  Punlctepaar  Zq,  iVq  des  ersten  Bildes  einer  ana- 
lytischen Kurve  in  den  Feldern  (z)  und  (w)  die  Verziveigungszahlen  a 
tmd  V  gehören,  und  Sq  einen  zugehörigen  Wert  des  Kurcenhogens  he- 
deuiet,  so  ist  stets 

2 

(3)  t-t,^(s-s,y^' 

ein  an  dieser  Stelle  regulärer  Parameter. 

Ist  1.1  =v=  1,  so  ist  s  —  Sq  selbst,  oder  auch  nach  unserer  früheren 
Erklärung  5,  ein  an  der  betrachteten  Stelle  regulärer  Parameter. 

Bestimmt  man  allgemein  eine  Fotenz  s"  so,  daß  sie  sich  an  einer 
hestimmten  Stelle  regulär  verhält,  so  hat,  ivenn  m  und  n  teilerfremd 
sind,  m  immer  einen  der  Werte  Eins  oder  Zwei. 
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Nimmt  man  den  Bogen  als  Parameter,  so  hat  man  den  Vorteil, 
die  Willkür  der  Parameterwahl  auf  ein  Minimum  einzuschränken. 
Außerdem  ist  der  Bogen  auf  der  ganzen  Kurve  verwendbar,  er  ist 
nicht  an  die  etwanigen  natürlichen  Grenzen  einer  irgendwie  gegebenen 
Parameterdarstellung  gebunden;  seine  Besonderheiten  bezeichnen  immer 
auch  Besonderheiten  der  Kurve  selbst. 


Es  ist  leicht,  die  allgemeine  Form  der  Parameterdarstellang  zu 
ermitteln,  die  zum  Kurvenhogen  als  unabhängiger  Veränderlichen 
gehört:  Man  hat  nur  in  die  Gleichungen  (2)  an  Stelle  von  t  den  eben 
gefundenen  Wert  (?>)  einzutragen.  Beachtet  man  dann,  daß  ds  •  dtv^  ds'^ 
werden  muß,  so  ergibt  sich  u.  a.  die  Gleichung 

4:  aß  UV  =  (,it  +  vy, 

die  man  in  allgemeinster  Weise  befriedigen  kann,  wenn  man 


a  = 


ß^::o,.^_^    {^o+o; 


2fi  '       '^  2v 

setzt.  An  Stelle  von  (2)  treten  dann  Entwicklungen  der  spezielleren  Form 


2(.  +  l) 


■  •  ■  /  > 


^f;  =    'oii'JlA      {  s.«  +  V  _^  ^^ 5   ^,  +  V     ^ 


2v 


Die  vollständige  Ausnützung  der  Gleichung  dz  ■  div  =  ds'-  liefert 
schließlich  für  i  und  w  die  Formeln: 

.1  s 

(5)  .i  =  /  'dsf{s)-  \     w  =J'dsf(s) , 

0  0 

worin  f\s)  ein  Ausdruck  von  der  Gestalt 


(6)  fis)  =  s'' + ''  { Co  +  q  s''  +  "  +  c.;,s"^ '  + 


ist.     Wir   haben   hierbei   der   Allgemeinheit  halber  angenommen,    daß 

2  ti 

die  Reihe  in  der  Klammer  nach  ganzen  Potenzen  von  s"  ^ '  fort- 
schreitet, wo  p^l  eine  ganze  Zahl  bedeutet;  nicht  aber  nach  Po- 
tenzen einer  ganzen  Potenz  dieser  Größe.  Bedenkt  man,  daß  in  der 
Entwicklnng  von  f(s)~  ^  abgesehen  vom  ersten  Faktor  die  gleichen 
Exponenten  auftreten  werden,  und  führt  man  die  in  (5)  angedeutete 
Integration  aus,  so  erkennt  man: 
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Die  in  (6)  auftretenden  Zalilen  u,  v  sind  die  zur  Stelle  s=0 
gehörigen  Verziveigungszalden  dann,  wenn  die  ganzen  Zahlen  [i,  v,  q 
teilerfremd  sind.  ^) 

Gehen  wir  umgekehrt  von  der  Funktion  /'(s)  als  dem  Gegebenen 
aus,  so  werden  wir  annehmen  dürfen,  daß  f(s^  die  Form  habe 

m  r  2/- 

(7)  f(s)  =  s«  { Co  +  Ci 5"^  +  C2S  «  +•■•}, 

tvöbei   die  ganzen   Zahlen   m,  n,  r   teilerfremd   sind   und   überdies   die 
(positive  oder  negative)  ganze  Zahl  m  den  Ungleichungen 

(8)  -l<f<l 
genügt. 

Anderfalls  könnten  wir  nämlich  die  Zahlen  m,  n,  r  durch  kleinere 
ersetzen,  oder  es  würden,  wenn  die  Ungleichungen  (8)  nicht  erfüllt  wären, 
z  und  IV  für  s  =  0  nicht  gleichzeitiff  den  Wert  Null  annehmen.  Es 
muß  dann  möglich  sein  die  Gleichung  (7)  auf  die  Form  (6)  zu 
bringen  und  somit  die  Zahlen  yi  und  v  zu  bestimmen. 

Halten  wir  die  beiden  Ausdrücke  (6)  und  (7)  zusammen,  so 
sehen  wir,  daß  entweder 


v=n-\-m,     (i^n  —  fi,    Q=r 


I 

oder 

•  n  =  v-\-!A,    'm  =  v  —  ^,    r  =  2Q:, 

II  n  -\-ni  n  —  m  r 

sein  muß.  Durch  dieses  Paar  von  Gleichungssystemen,  nämlich  durch 
das  eine  oder  durch  das  andere  System,  muß  also  jedem  Tripel 
teilerfremder  ganzer  Zahlen  m,n,r  ein  anderes  ^,i',q  eindeutig  zu- 
geordnet werden,  und  umgekehrt.  Und  das  ist  in  der  Tat  der  Fall: 
Man  hat  bei  gegebenen  Zahlen  m,  n,  r  das  Gleichungssystem  II  anzu- 
wenden, wenn  n  +  tn  und  r  gerade  sind,  in  den  anderen  Fällen  das 
System  I5  und  bei  gegebenen  ^,  v,  q  das  System  I  oder  das  System  II, 
je  nachdem   a  -f  v  gerade  oder  ungerade  ist. 

Um  eine  deutlichere  Übersicht  über  die  vorhandenen  Möglich- 
keiten zu  gewinnen,  können  wir  diese  in  je  einer  der  folgenden 
vier  Kateoforien  unterbrincren: 


1)  Bricht  die  Reibe  in  der  Klammer  schon  nach  dem  ersten  Gliede  ab,  so 
ist  die  Bedingung  die,  daß  ir  und  v  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben. 
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(a.)  m  =  0  ( mod.  2],  m  =  0  { mod.  2 } 

rmd   folglicli  i"  =  1  { mod.  2 } .     Dann    ist    nur    die   Anwen- 
dung von  (Ii  möglich  und  sie  ergibt 

(a.)  fi  =  0{mod.2},  r  =  0[mod.2},  ,«  =  i«  [  mod.  4 } 

j  (b.)  m  =  1  { mod.  2  j ,  n  =  l  [  mod.  2 } ,  >•  =  1  { mod.  2 }  • 

I  l  Die  Gleichungen  (I)  liefern  dann  wie  zuvor 

I  (b.)  fi  =  0  {mod.2j,  r  =  0  !mod.2},  ft  ^  r  [mod.4}- 

f   (c.)  7)1  -\-  n  =  1  { mod.  2 }  • 

I   (c.)  fi  =  l  {mod.2J,  r  =  l  [mod.2}- 

(  (d.)  m  =  1  } mod.  2],  u  =  l  {  mod.  2  } ,  >•  =  0  { mod.  2 }  ■ 

II  I  Hier  ergibt  die  Anwendung  Ton  (II) 
1  (d.)  ft  +  r  =  1  { mod.  2 }  • 

Zufolge  der  Bedingung  (8)  läßt  sich  nun  in  der  Tat  die  Reihe 
7 )  in  allen  Fällen  auf  die  Form  [ß)  bringen. 

Die  die  Stelle  5  =  0  umgebenden  Stellen  der  Kurve  sind  sämtlich 
Stellen  allgemeiner  Lage  für  das  erste  Bild,  d.  h.  ihre  Tangenten  sind 
keine  Minimalgeraden,  und  die  gefundenen  Reihen  konvergieren  bis 
zur  nächsten  SteUe,  die  nicht  mehr  allgemeine  Lage  hat. 

Für  die  Kurve,  den  Ort  der  Punkte 

^  «■  +  Z  IV  —  1 

'  =  "2"   '         "i  =      2— 
ergibt  sich  nunmehr: 

Die  kleinere  der  beiden  Zahlen  ^  und  v  id  die  Vielfachheit  des 
zugehörigen  KurienpunMes ,  d.  h.  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  des  be- 
trachteten Kurvenstückes  mit  einer  Geraden,  die  mindestens  in  den 
Kurvenpunkt  li ineinfallen,  uenn  die  Gerade  durch  Hin  ]t indurchgeht. 

Die  zugehörige  Kurvenfangente  ist  dann  und  nur  dann  Minimal- 
gerade,  wenn  a  ^  v  ist.  Ist  z.  B.  a  >  v.  so  heißt  das:  Die  Kurven- 
tangente ist  eine  linkseitige  3Iiyii malgerade  und  sie  hat  außer  den 
bei  jeder  Sekante  durch  (|,  if)  in  diesem  Funkte  zusammenfallenden 
V  Schnittpunlden  dort  noch  u  —  v  weitere  Punlie  mit  der  Kurve  gemein. 

Man  ersieht  dies  am  leichtesten  aus  den  Gleichungen  (2),  wenn 
man  sie  mit  einer  Gleichung  von  der  Form 

az  -f  biv  =  0 

zusammenstellt.  Die  Gleichungen  (2)  geben  nämlich  eine  x4nnähe- 
rung  der  Kurve  (^,  >;)  durch  eine,  mindestens  in  der  Umgebung  der 
Stelle  ^  =  0  einfach  überdeckte  rationale  Kurve,  die  sich  dort  ebenso 
verhält,  wie  die  betrachtete  analytische  Kurve  selbst.     Ist   (i^v,   so 
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fallen  immer  v  Schnittpunkte  der  Geraden  az  +  hir  =  0  in  die  Stelle 
i  =  0  hinein.  Von  den  Schnittpunkten  der  Kurve  mit  der  linkseitigen 
Minimalgeraden  i' =  0  vereinigen  sich  «  an  der  Stelle  i^=:0. 


Die  durchgeführte  Untersuchung  ermöglicht  es  jetzt,  sich  davon 
Rechenschaft  zu  geben,  wie  an  den  Stellen,  wo  in  den  Feldern  (2) 
oder  (?f)  Verzweigungen  auftreten,  die  früher  betrachteten  Kurven- 
netze sich  verhalten.  Betrachten  wir  etwa  die  Kurven  (reellen  Fäden), 
die  den  Fäden  auf  der  analytischen  Kurve  mit  reellem  Quadrate 
des  Bogenelementes  entsprechen.  Wir  wissen,  daß  durch  jede  Stelle 
allgemeiner  Lage  ihrer  zwei  hindurchgehen  und  sich  dort,  sowohl  im 
Felde  (2)  wie  im  Felde  (ic),  rechtwinklig  schneiden.  Diese  Eigenschaft 
bleibt  für  die  Stellen,  an  denen  nicht  mehr  ^  =  v=i  ist,  nicht  er- 
halten, wohl  aber  die  Eigenschaft  der  Bilder  in  der  Gaußschen  Ebene 
des  Bogens  (s),  sich  dort  unter  rechtem  Winkel  zu  schneiden.  Man 
erhält  so  folgendes: 

In  jedem  der  FunJcffelder  (z)  und  (ic)  gehen  von  irgendeiner  zu 
den  Verziveigungszahlen  a  und  v  gehörigen  Stelle  2(|u,  -}-  v)  einseitige 
Fortschreitungsrichtungen  aus,  die  sich  in  solche  Kurvenzüge  foHsetzen, 
die  Fäden  mit  reellem  Quadrate  dos  Bogenelementes 

I  a  =  const.  oder  r  =  const.  ] 

entsprechen.  Diese  Züge  verteilen  sich  in  der  Umgebung  der  betrachteten 
Stelle  auf  die  verschiedenen  dort  zusammenhängenden  Blätter  der 
Riemannschen  Flächen  (z),  (w),  und  zwar  in  der  Weise,  daß  je  zwei 
aufeinanderfolgende    einseitige    Fortschreitungsrichtungen    im   Felde   (z) 

den  WinJcel -. —  und  im  Felde  (tv)  den  Winlel       ,      einschließen. 

u  -\-  V  ^     ^  u  -J-  )' 

Von  einem  Sonderfalle  abgesehen,  den  wir  gleich  angeben  werden, 
ist  die  Fraofe  ohne  weiteres  zu  baantworten,  wie  sich  das  zweite  Bild 
einer  analytischen  Kurve  dort  verhält,  wo  das  erste  Bild  (algebraische) 
Verzweigungspunkte  hat. 

An  solchen  Stellen,  wo  die  Kurventangente  leine  reelle  Bichtung 
hat,  entsprechen  den  Verzweigungspuniden  der  die  Felder  (z),  (iv)  über- 
lagernden Biemannschcn  Flächen  entweder  reguläre  PunMe  oder  eben- 
falls gewöhnliche  Verzweigungspunkte  in  den  zu  den  Feldern  (Z),  (IT) 
gehörigen  Flächen. 

Die  Yerzweigungszalden  beider  Flächen  sind  untereinander  gleich 
und  auch  gleich,  der  kleineren  der  Zahlen  fi  und  v,  also  gleich  der 
Vielfachheit  des  zugehörigen  Kurvenjnmktes. 

Der  Fall  ^i  =  v  =  1  kennzeichnet  die  Stellen  allgemeiner  Lage. 
Aber  auch  dann,  wenn  nur  eine  dieser  Zahlen  gleich  Eins  ist,  sind 
an   den  zugehörigen  Stellen   des   zweiten  Bildes  die  Flächen  (Z)  und 
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(TF)  nicht  verzweigt.  Die  Transform ati ob  verhält  sich  an  solchen. 
Stellen  regulär  in  dem  früher  (S.  54)  erklärten  Sinne.  Doch  müssen 
diese  Stellen  gegenüber  denen  allgemeiner  Lage  ein  abweichendes 
Verhalten  zeigen: 

A?i  jeder  de)-  genannten  Stellen  der  Felder  (Z)  und  (TF)  treffen 
/i  +  V  Kurvenzüge  zusammen,  die  mit  solchen  des  anderen  Feldes  iso- 
metrisch gepaayi  sind. 

Natürlich  verteilen  sich  auch  hier,   sobald  ,u  >  1 ,    v  >  1    ist,  die 
zugehörigen    2(^  +  v)    einseitigen   Fortschrei- 
tungsrichtungen  auf  die  im  Zyklus  zusammen- 
hängenden Blätter. 

Ein  ungleich  verwickelteres  Verhalten 
tritt  hincregen  ein,  wenn  sich  die  ebengeuannte 
Singularität  mit  einer  solchen  vereinigt,  wie  \^ 
wir  sie  in  §  11  (S.  85)  besprochen  hatten, 
wenn  also  die  Kurventangeute  überdies  eine 
reelle  Richtung  hat.  Wir  wollen  derartige 
Singularitäten  nicht  in  voller  Allgemeinheit 
behandeln,  sondern  uns  damit  begnügen  zwei 
einfachere  Beispiele  vorzuführen,  nämlich  einen 
gewöhnlichen  Wendepuuli  und  eine  gewöhnliche 
Spitze  (mit  dreipunktig  berührender  Tangente) 
eines  reellen  Kurvenzuges.  Die  Figuren  9 
und  10  beziehen  sich  auf  diese  durch  die  bis- 
herigen Voraussetzun- 
gen ausgeschlossenen 
Fälle. 

In  der  (schema- 
tischen) Figur,  die  das 
Verhalten  der  Rie- 
niannschen  Fläche  in 
der  Umgebung  eines 
Wendepunktes  veran- 
schaulichen soll,  ent- 
spricht jeder  Punkt  des  gegebenen  Zuges  sich  selbst,  außerdem 
aber  gibt  es  noch  eine  zweite  Verzweigungskurve  (durch  eine  punk- 
tierte Linie  angedeutet),  die  mit  der  ersten  einen  Wendepunkt  und 
dessen  Tangente  gemeinsam  hat.  In  der  Figur  Ob  sind  die  vier 
Blätter  der  Riemannschen  Fläche  (die  schraffierten  Teile)  angedeutet; 
sie  sind  längs  der  durch  die  gleichen  Buchstaben  (a,h,c,d)  gekenn- 
zeichneten Ränder  aneinander  zu  heften.  Man  sieht,  daß  in  der  L^m- 
gebung  des  Wendepunktes  von  dem  betrachteten  Teile  der  Riemann- 
schen Fläche  zwei  Gebiete  einfach  und  zwei  andere  dreifach  über- 
deckt sind. 

.Study,  Geometrie  I.  7 


Fig.    9  a. 


Fig.  9  b. 
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<$^w^^!^-^^::^'^:>^^ 


\ 


Fig.  10  a. 


Etwas  einfacher  ist  das  Verhalten  der  Fläche  in  der  Umgebung 

einer   reellen    gewöhnlichen    Spitze    (vgl.    Fig.   10).      Man    kann    sich 

hiervon  am  leichtesten 
ein  Bild  auf  die  Art 
machen,  daß  man  die 
Spitze  durch  Grenz- 
übergang aus  einer 
Schleife  entstanden 
denkt.  Die  Fläche  be- 
deckt in  der  Um- 
gebung     der      Spitze 

einen  Teil    der  Ebene  zweifach,   den  übrigen 

Teil  der  Umgebung;  vierfach.    Zu  der  Fig.  10b, 

die  wieder  die  einzelnen  Blätter  veranschaulicht, 

ist   zu  bemerken,    daß    die  punktierten  Linien 

keine  Verzweigungskurven  bedeuten. 

§13. 

Beispiele. 

Wollten  wir  mit  nur  einiger  Ausführlich- 
keit den  auf  den  vorausgehenden  Blättern 
behandelten  Stoff  durch  Beispiele  erläutern, 
so  würde  jeder  einzelne  Fall  eine  kleine  Theorie 
für  sich  darstellen  und  es  müßten  auch  zur 
Erzielung  möglichster  Anschaulichkeit  zahl- 
reiche Figuren  gezeichnet  werden,  ähnlich 
denen,  durch  die  Herr  HoJzmüUcr  die  Theorie 
der  konformen  Abbildung  erläutert  hat.  ^)  Wir 
wollen  uns  jedoch  nicht  in  ein  so  weitläufiges  Unternehmen  einlassen. 
Wir  begnügen  uns  damit,  an  zwei  einfachen  Beispielen  wenigstens 
einen  Teil  der  vorgetragenen  Theorie  zu  erläutern.  Wir  untersuchen 
zunächst  eine  algebraische  Kurve,  und  zwar  eine  Ellipse,  und  dann 
eine  transzendente,  die  Kettenlinie. 


Fig.  10b. 


Die  Ellipse, 


(1) 


+ 


'^"  -  1      [a>h>0 


a-    '     b' 

I.^)    Die  Schwarzsehe  Spiegelung   am   reellen  Zuge  einer  Ellipse 
wird  durch  die  Gleichung  dargestellt 

(z -{-  2V)^         (z  —  wV 

(2) 


ia^ 


4ft= 


1 


1)  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften.  Leipzig  1882. 

2)  Über  das  erste  Bild  einer  Ellipse  hat  Layueire  einige  Angaben  gemacht. 
Ges.  Werke,  II.    S.  103. 
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Diese  Zuordnung  z  -«— ►  iv  ist  (2-2)-deutig  und  zeigt  schon  ver- 
hältnismäßig verwickelte  Eigenschaften.  Um  sie  genauer  zu  unter- 
suchen, können  wir  folgenden  Weg  einschlagen:  Wir  bilden  den 
reellen  Zug  der  Ellipse  durch  eine  geeignete  reelle  konforme  Trans- 
formation auf  den  reellen  Zug  eines  Kreises  ab,  was  auf  unendlich 
viele  Arten  möglich  ist  (S.  45,  VIII).  Durch  jede  solche  Abbildung 
wird  aber  die  konforme  Spiegelung  an  der  Ellipse  mindestens  in  einem 
gewissen  Gebiete  übergeführt  in  die  Spiegelung  am  Kreise,  d.  h. 
in  eine  Transformation  durch  reziproke  Radien!  Natürlich  werden 
wir  eine  Abbildung  von  besonders  einfachen  Eigenschaften  auswählen. 

Wir  geben  dem  Kreise  den  Halbmesser  Eins  und  stellen  ihn 
durch  einen  Parameter  (p  dar: 

H^  =  cos  (f,     r]^  =  sin  (p. 

Dann  können  wir  unsere  Ellipse  so  darstellen 

i,  =  a  cos  cp,     7j  =  h  sin  cf. 
Setzen  wir  nun 

w^  =  ij  -f-  ^  J/i  =  e"'',     ;f  =  I  -|-  />j  ==>  a  cos  (p  -f  ih  sin  (f 

und  legen  wir  dem  9;  komplexe  Werte  bei,  so  ist  die  gewünscbte 
Abbildung  iv  — ►  iv^  schon  fertig.    Durch  Elimination  von  fp  erhält  man 

w  =  —  [{a-{-  h)u\  -f  (rt  —  h)ii\~^] 

(3) 

^  =  y  {{a-\-h)s^  -t-  [ci  —  ^s^-^]. 

Man  kann  sich  jetzt  leicht  durch  Rechnung  davon  überzeugen,  daß 
die  Spiegelung  (2)  an  der  Ellip.se  durch  die  Transformation  [z — y  z^ 
=  IV  — >-  ii\  ]    in  die  Transformation  durch  reziproke  Radien 

u\z^  =  1 
übergeführt  wird. 

Führen  wir  jetzt  in  der  Ebene  des  Kreises  Polarkoordinaten  ein 

z^  =  Q~'^  ■  e'''',     ii\  =  Q  •  e''f', 

so  wird,  wenn  wir  in  z  =  x  -}-  iy  und  ic  =  u  -\-  iv  jedesmal  den  reellen 
und  den  rein-imaginären  Teil  trennen, 

2x  =  {(a  -}-  h)Q~'''-  -{-  (a  —  h)Q}  ■  cos  9), 

2y  =  {(a  -\-  b)Q~''^  —  la  —  h)Q]  •  sin  ^, 
(4) 

2u  =  {(a  -\-  h)Q  -\-  ia  —  b)Q~'^}  ■  cos  (p, 

2 u  =  {(a  -\-  b]Q  —  ia  —  h)Q~'^)  •  sin  cp 
gefunden.     Wir  setzen  nun  zur  Abkürzung 
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(5)  *  =  lgi|^-?-' 

Va-b 


und 

(6) 
woraus 


X^.  —  a^  ( sink  ipf  +  fo'  (cosh  ip'f, 
fi  =       a^  (sin  tl;f    +  h-  (cos  ijj'f, 


l  =1-^—  («(o  -  p-M  -  &(p  +  p- 


2       ,..;() -i)-M-&(>  +  o-^)} 

und 

I  ^  &2  ^  itt  ^  a^ 

folgt.     Wir  erhalten   dann  nach   leichter  Rechnung-   die   Gleichungen 

^^       +       y'       =  a-  —  ¥ 
^„\  (cosh  1/))-  ^  (sinh  t/;)-  ' 

—^ y =  a~  —  ¥ 

(cos  qp)^  (sinqp)-  ' 

oder 


(8) 

___«!_  j r 

a- —  IL       b^ —  ^ 

Ersetzt  man  q  in  den  Ausdrücken  für  t  und  /l  durch  p~^,  so  erhält 
man  die  entsprechenden  Gleichungen  für  u  und  v.  Man  beachte 
ferner,  daß  ans  den  Gleichungen  (4)  folgt 

Aus  den  abgeleiteten  Formeln  ersieht  man  jetzt  folgendes.  Den 
Geraden  ff  =  coDst.  der  Ebene,  in  der  p,  cp  Polarkoordinaten  sind, 
werden  durch  die  Transformation  z^  — >  z  Hyperbeln  zugeordnet,  die 
mit  der  gegebenen  Ellipse  konfokal  sind.  Den  Kreisen  q  =  const. 
werden  ebenso  die  zugehörigen  konfokalen  Ellipsen  zugeordnet.^) 
Bei  der  Transformation  z  — >-  iv  bleibt  also  jede  der  konfokalen 
Hyperbeln  in  Ruhe,  während  die  konfokalen  Ellipsen  untereinander 
vertauscht  werden.  Aus  einem  Paar  von  Punkten  (p~\  tp)  und 
((),  (p),  die  einander  in  der  Inversion  an  dem  Einheitskreise  zu- 
geordnet sind,  geht  ein  bestimmtes  Paar  von  Punkten  {x,  y)  und 
{u,  v)  hervor,  die  einander  in  der  konformen  Spiegelung  an  der 
Ellipse    entsprechen.     Dabei   wird  die   schlichte  Riemannsche   Fläche 


1)  Die  Begriffe  Hyperbel  uud  Ellipse  sind  hier  so  zu  umgrenzen,  wie  dies 
in  der  Theorie  der  konfokalen  Kegelschnitte  üblich  ist,  niimlich  so,  daß  auch 
noch  gewisse  doppelt  überdeckte  Stücke  gerader  Linien  Hyperbeln  und  Ellipsen 
genannt  werden. 
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(q,  (p)  eindeutig  abgebildet  auf  die  zweiblättrige  Fläche  (x,  y)  oder, 
was  dasselbe  ist,  auf  die  Fläche  (u,  v).  Jeder  mit  (x,  y)  bezeichnete 
Punkt  der  zweiblättrigen  Fläche  ist  einem  mit  (m,  v)  bezeichneten 
Punkte  eben  dieser  Fläche  zugeordnet.  Beide  Punkte  fallen  nur 
längs  der  vorgelegten  Ellipse  zusammen  (m  dem  einen  der  beiden 
Blätter).  Die  beiden  Wertepaare  {u,  v),  die  zu  einem  bestimmten 
(endlichen)  Wertepaare  {x,  y)  gehören,  faUen  nur  dann  zusammen, 
wenn  der  Punkt  (x,  ij)  einer  der  beiden  (reellen)  Brennpunkte  der 
gegebenen  Ellipse  ist. 

Es  ist  hiernach  nicht  schwer,  sich  eine  Vorstellung  von  der  kon- 
formen Abbildung  der  einblättrigen  Fläche  {q~^,  ^)  oder  (q,  cp)  auf 
die  zweiblättrige  Fläche  {x,  y)  oder  (u,  v)  zu  machen.  Man  betrachte 
zuerst    die    Punkte,    die    in    dem    ringförmigen   Gebiet    zwischen    den 

Kreisen  p  =  1/  -  -—r   und   p  =  1   liegen.     Diesen   werden   die   Punkte 
^         '    a-\-b  ^  ^ 

im  Inneren  der  Ellipse  zugeordnet.  Dem  äußeren  Kreise  p  =  1  ent- 
spricht die  Ellipse  selbst,  den  Punkten  des  inneren  Kreises  aber  ent- 
sprechen die  Punkte  der  doppelt  überdeckten  Strecke  zwischen  den 
beiden  Brennpunkten.  Längs  dieser  Strecke  legen  wir  nun  einen 
Verzweigungsschnitt,  d.  h.  wir  denken  uns  das  obere  und  untere  Blatt 
hier  aufgeschnitten  und  wechselseitig  aneinander  geheftet,  so  daß  man 
dort  z.  B.  von  der  Seite  der  positiven  Ordinaten  her  aus  dem  oberen 
Blatt  zur  Seite  der  negativen  Ordinaten  des  unteren  Blattes  über- 
gehen kann.  Denken  wir  uns  das  besprochene  ringförmige  Gebiet 
als  im   oberen  Blatte  liegend,  so  wird  das  untere  Blatt  auf  das  Innere 

des  Kreises   p  =  1/  — n:  abgebildet.     Dem  Gebiete  endlich,  das  außer- 

halb  des  Kreises  p  =  1  liegt,  entspricht  das  Gebiet  im  oberen  Blatte, 
das  außerhalb  der  Ellipse  liegt. 

Die  Gleichung  (9)  gibt  uns  auch  ein  Mittel,  die  Spiegelung  an 
der  Ellipse  Tionstruktiv  durchzuführen  (Lar/uerre).  Um  zu  einem 
Punkte  z  des  oberen  Blattes,  der  nicht  auf  der  großen  Achse  der 
Ellipse  liegt,  den  entsprechenden  zu  finden,  legen  wir  durch  diesen 
Punkt  den  durch  ihn  gehenden  Ast  einer  konfokalen  Hyperbel  und 
bringen  diese  mit  der  Geraden  zum  Schnitt,  die  durch  z  hindurchgeht 
und  parallel  ist  zu  der  Tangente  an  den  Hjperbelast  in  dem  Schnitt- 
punkt mit  der  Ellipse,  der  dem  Punkte  z  näher  gelegen  ist.  Der 
zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Hyperbel  ist  der  gesuchte 
Punkt  «-.  Hätten  wir  den  Punkt  z  in  das  untere  Blatt  verlegt,  so 
hätten  wir  die  Sekante  parallel  zur  Tangente  in  dem  entfernteren 
Schnittpunkt  des  Hyperbelastes  mit  der  Ellipse  ziehen  müssen.  Ent- 
sprechende Punkte  liegen  ferner  in  demselben  Blatte,  wenn  sie  zur 
selben  Seite  der  großen  Achse,  und  in  verschiedenen  Blättern,  wenn 
sie  zu  verschiedenen  Seiten  dieser  Achse  liegen. 
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Die  beiden  unendlich  -  fernen  Punkte  der  zweiblättrigen  Fläelie 
sind  sicli  gegenseitig  zugeordnet  und  entsprechen  den  Punkten  q  =  0 
und  Q  =  CSD  in  der  Gaußschen  Ebene  des  Einheitskreises. 

Bei  Übergang  zu  dem  Grenzfall  a  =  h  schnürt  sich  das  untere 
Blatt  vom  oberen  ab.  Die  Ellipse  geht  in  einen  Kreis  über  und 
man  erhält  eine  gegenseitig-eindeutige  Zuordnung^  in  der  nunmehr 
dem  unendlich-fernen  Punkt  ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  ent- 
spricht. 

n.  Die  zur  Ellipse  gehörige  flächentreue  Abbildung  oder  Spiegelung, 
die  durch  die  Gleichungen 

ÜX        VY^  ^ 

«*    "■"     h^  ' 

(10)  , 

o-    "^    h-    ~  a-  "^  h- 

ausgedrückt  wird,  ist  ebenfalls  (2- 2)- deutig,  aber  leichter  zu 
übersehen,  als  die  konforme  Spiegelung.  Die  Abbildung  geht  aus 
der  zu  einem  Kreis  mit  reellem  Zuge  gehörigen  (vgl.  S.  34)  durch 
eine  affine  Transformation  hervor.  Man  denke  sich  den  außerhalb 
der  gegebenen  Ellipse  gelegenen  Teil  der  Ebene  mit  ähnlichen  und 
bezüglich  des  Mittelpunktes  ähnlich  gelegenen  Ellipsen  überdeckt. 
Ist  (X,  Y)  ein  Punkt  auf  einem  dieser  reellen  Kurvenzüge,  so  werden 
die  beiden  zugehörigen  Punkte  {U,  V)  aus  derselben  Ellipse  durch 
die  Polare  des  Punktes  bezüglich  der  ursprünglichen  Ellipse  aus- 
geschnitten. Die  Punkte  der  entstehenden,  längs  der  gegebenen 
Ellipse  in  einer  Falte  zusammenhängenden  zweiblättrigen  Fläche  sind 
durch  die  Transformation  gepaart.  Dabei  entsprechen  den  beiden 
Verzweigungspunkten  der  Riemannschen  Fläche  des  ersten  Bildes 
—  deren  jeder  mit  {x,  y)  oder  (w,  v)  bezeichnet  werden  kann  — 
vier  Punktepaare  von  besonderer  Eigenschaft.  Man  erkennt  nämlich 
leicht,  daß  in  infinitesimaler  Umgebung  eines  jeden  dieser  Punkte- 
paare die  flächentreue  Transformation  sich  wie  eine  Bewegung^  und 
zwar  wie  eine  Drehung  durch  einen  rechten  Winkel  verhält,  die  in 
positivem  oder  negativem  Sinne  um  den  einen  oder  anderen  Brenn- 
punkt erfolgt.  Die  fraglichen  Punktepaare  sind  zu  zweien  auf  die 
beiden  Leitlinien  (^Polaren  der  Brennpunkte)  der  Ellipse  verteilt  und 
werden  von  dem  zugehörigen  Brennpunkt  aus  unter  rechtem  Winkel 
gesehen.     Die  Koordinaten  dieser  Punkte  sind 

(11)  ,,-S-.~.      und     +- 


wobei    der   Wert    der   Wurzel    die   Abszisse    des   zugehörio-en   Brenn- 
punktes  angibt. 


Kettenlinie.  103 

Läßt  man  die  Hauptachsen  a,  b  unter  Wahrung  ihres  Verhältnisses 
über  alle  Grenzen  wachsen,  so  zerfällt  die  Ellipse  in  ein  reelles 
Linienpaar,  nämlich  in  ein  Paar  von  konjugiert-imaginären  Geraden. 
Gleichzeitig  zerfällt  die  .  (2- 2)  -  deutige  flächentreue  Abbildung  in 
zwei  analytisch  -  getrennte  (1  - 1)  -  deutige  Transformationen.  Jede 
von  diesen  ist  das  Bild  einer  jener  imaginären  Geraden,  hat  also  die 
in  §  3  geschilderte  Beschaifenheit.  — 

Wir  betrachten  noch  in  Kürze 

Die  Kettenlinie 

(12)  ij  =  Gosh^  =  ~{e^^  +  e-^. 

Der  reelle  Zug  dieser  transzendenten  Kurve  unterscheidet  sich 
in  seiner  Gestalt  nicht  sonderlich  von  der  Gestalt  einer  Parabel, 
von  deren  Bildern  man  sich  nach  dem  vorhergehenden  leicht  eine 
Vorstellung  machen  kann,  auch  ohne  die  Rechnungen  im  einzelnen 
durchzuführen,  zumal  die  angegebenen  Konstruktionen  in  diesem 
Grenzfall  nicht  versagen.  Aber  der  tiefgehende  Unterschied,  der 
zwischen  der  algebraischen  und  der  transzendenten  Kurve  besteht, 
tritt  sofort  auch  für  die  Anschauung  hervor,  wenn  man  die  beiden 
Bilder  der  Kettenlinie  konstruiert.  Die  Kettenlinie  ist  deshalb  ein 
gutes  Beispiel  für  unsere  Theorie,  weil  hier  sämtliche  zu  fordernden 
Operationen  sich  wirklich  durchfüki'en  lassen  und  weil  die  Reihen- 
entwicklungen, die  man  hier  braucht,  auch  schnell  konvergieren.  Wir 
sehen  indessen  von  der  Durchführung  dieses  Gedankens  ab,  bei  der 
man  von,  der  Darstellung  der  Ketteulinie  durch  ihren  Bogen 

I  =  arc  sinh  *■  =  lg  { s  +  j/l  +  s^ } , 

V  =  yiT  ? 

auszugehen  haben  würde,  und  begnügen  uns  vielmehr  mit  einer  Be- 
trachtung  der  Verziceigungshirven  des  Siceiten  Bildes.  Diese  sind  nicht 
wie  bei  der  Parabel  nur  in  einem  einzigen  Exemplar  vorhanden, 
sondern  in  unendlicher,  abzählbarer  Menge,  und  zwar  sind  sie  alle- 
samt untereinander  kongruente  KettenVniien ,  die  überdies  der  einen 
Schar  isometrisch  gepaarter  Kurven  angehören. V) 
In  der  Tat,  setzen  wir  in  (12) 

so  ergibt  sich 

X  =  p  -r  q,     Y  =  cosh/)  •  cos  q  -f  sinh  p  ■  sin  g, 

(13j 

U  =  p  —  q,      V  =  cosh  j>  •  cos  q  —  siüh  p  ■  smq. 

1)  Diese  Kurveuscharen  werden  bei  Gebrauch  der  -im  weiteren  Text  ein- 
geführten Parameter  p,  q  durch  die  Gleichungen  dargestellt 

sinh_p  ■  cos  q  =  const,     coshp  •  sin  q  =  const. 
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Für  die  Fäden  mit  reeller  Tangen tenrichtung  folgt,  daß  sinh  ^ 
einen  reellen  Wert  haben  muß,  und  hieraus  sieht  man,  daß  q=0 
{ mod  ;;r }  also  q  =  x  •  n,  wo  %  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist.     Wir  erhalten  also  für  die  Verzweigungsfäden  die  Gleichungen 

X  =  jo  +  X  •  jr,     r  =  (—  1  f  •  coshp, 
^     -^  ü  =  p-'^-:i,      F  =  (- 1)^  •  cosh  2J. 

Diese  reellen  Züge  von  Kettenlinien  sind  daher  zu  Paaren  angeordnet, 
mit  Ausnahme  des  einen,  der  dem  Werte  x  =  0  entspricht,  mit  Aus- 
nahme also  des  reellen  Zugs  der  gegebenen  Kettenliuie,  der  Punkt  für 
Punkt  sich   selbst  entspricht. 

Lassen  wir  nun  bei  bestimmtem  Werte  der  reellen  Größe  q  in 
den  Gleichungen  (lo)  die  reelle  Größen  von  —  cv»  nach  +  c30  laufen, 
so  erhalten  wir  eine  Kurve  von  unschwer  zu  erörternder  Gestalt. 
Lassen  wir  dann  q  sich  von  0  bis  %  ändern,  so  erhalten  wir  sowohl 
im  Felde  (Z)  wie  im  Felde  (W)  einen  an  die  Kettenlinie  (12)  sich 
anschließenden  Teil  der  Ebene  mit  solchen  Kurven  überdeckt,  und 
dieser  Teil  erstreckt  sich  unverzweigt  bis  zur  Kettenlinie  x  =  ::r,  die 
in  beiden  Fällen  aus  der  Kettenlinie  x  =  0  durch  Spiegelung  an  der 
I-Achse  verbunden  mit  einer  Schiebung  erhalten  wird.  Lassen  wir 
dann  q  weiter  bis  zum  Werte  q  ^  27t  wachsen,  so  entsteht  je  ein 
neues,  dem  ersten  gleichgestaltetes  Stück  der  Ebene,  das  sich  in  einer 
Falte  an  das  erste  längs  des  Fadens  x  =  1  anschließt  usw.  Der  ge- 
schilderte Vorgang  wiederholt  sich  periodisch,  wobei  die  Verzweigungs- 
kurven oder  Falten  immer  weiter  auseinander  rücken.  Schließlich 
wird  die  ganze  Ebene  mit  unendlich  vielen  Blättern  überdeckt,  deren 
jedes  in  der  Ebene  (j),  q)  auf  einen  Streifen  parallel  zur  j> Achse  ab- 
gebildet wird.  Die  so  konstruierte  vielfach  gefaltete  Fläche  tritt 
schließlich,  wie  im  Falle  jeder  beliebigen  reellen  analytischen  Kurve, 
noch  ein  zweites  Mal  auf,  da  man  q  ja  auch  von  Null  aus  abnehmen 
lassen  kann.  Sie  dient  sowohl  als  Trägerin  der  Punkte  W  wie  auch 
als  Trägerin  der  Punkte  Z. 

Der  Leser  möge  sich  nun  auch  noch  die  entsprechenden  Eigen- 
schaften des  ersten  Bildes  der  Kettenlinie  klar  machen.  Er  wird  dann 
leicht  finden,  daß  die  isometrisch  gepaarten  Kurven  ebenfalls  Ketten- 
linien sind,  die  aber  ganz  andere  Lage  zueinander  haben,  wie  die 
soeben  betrachteten  Kettenlinien.  Ferner  wird  man  ermitteln,  wie  die 
unendlich  vielen  Blätter  der  Kiemannschen  Fläche  durch  gewöhnliche 
Verzweigungspunkte  verbunden  sind  —  solche,  denen  im  zweiten 
Bilde  nicht  wieder  Verzweigungspunkte,  sondern  reguläre  Punkte 
besonderen  Verhaltens  entsprechen. 
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§14. 
Über  die  analytische  Fortsetzung  von  Potentialfnuktionen.^) 

Von  den  Gedanken,  die  den  vorausgehenden  Entwicklungen  zu- 
grunde liegen,  wollen  wir  jetzt  noch  eine  etwas  anders  geartete  An- 
wendung machen. 

Ist  tv  =  f{s)  =  u  -\-  iv  eine  analytische  Funktion  der  komplexen 
Veränderlichen  ß  =  x  -\-  iy,  so  sind  die  reellen  Komponenten  ii  und  v 
von  w  einzeln  reell -analytische  Funktionen  der  reellen  Komponenten 
X  und  y  von  s: 

u  =  (p{x,y),     v  =  ip(x,y). 

Zwischen  u  und  v  bestehen  dann  bekanntlich  die  Beziehungen 

du  dv        du  dv 

dx        dy  '     ty  dx  ' 

woraus  weiter  folgt 

dx'       cy'         '    ex-       cy" 

Umgekehrt  ist  jede  reelle  Potentialfunktion,  d.  h.  jede  reelle  zweimal 
stetig  differenzierbare  Funktion  u  von  x  und  y,  die  der  Laplaceschen 
Gleichung 

dx'^       dy' 

genügt,  eine  analytische  Funktion  von  x,  y.^)  Sie  ist  reeller  Bestand- 
teil einer  analytischen  Funktion  u  -\-  iv  der  komplexen  Veränderlichen 
X  -f  iy.  Dabei  wird  v,  die  zu  u  konjugierte  Potentialfunktion,  durch 
Integration  über  das  vollständige  Differential 

cu   .      ,    du    j 
cy  ex     '^ 

ermittelt,  ist  also  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt. 

u  und  V  können  wieder  zu  Funktionen  von  zwei  komplexen  Ver- 
änderlichen erweitert  werden,  indem  man  die  zunächst  eingeführte 
Beschränkung  von  x  und  y  auf  reeUe  Werte  nachträglich  aufhebt. 
Damit  betritt  man  ein  vierdimensionales  Gebiet,  und  zwar  gelangt 
man  in  dieses  durch  ein  natürliches  wiUkürfreies  Verfahren.  Es  kann 
also  die  Frage  gestellt  werden,  ob  man  nicht  auf  einem  Wege,  der 
durch  dieses  vierdimensionale  Gebiet  hindurchführt,  zu  einem  neuen 
Paar  u^,  v^  reeller  konjugierter  Potentialfunktionen  gelangen  kann, 
und  damit  auch  zu  einer  neuen  Funktion  eines  komplexen  Argumentes, 


1)  Bearbeitung   zweier  Aufsätze   aus  den  Mathematischen  Annalen,    Bd.  63 
(1906)  und  66  (1908). 

2)  Vgl.  etwa  Picard,  Traite  d'analyse,  II,  S.  18. 
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iv^  =  /"j  (s).  Diese  Frage  scheint  uns  eine  grimdsätzliclie  Bedeutimg 
zu  haben,  besonders  angesichts  des  Umstandes,  daß  tatsächlich  in 
vielen  Fällen  eine  analytische  Funktion  ic  =  ({z)  eine  zweite 
Wj  =fi(2)  eindeutig  bestimmt,  die  mit  ihr  gegenüber  analytischen  Trans- 
formationen invariant  verbunden  ist.  Dies  tritt  nämlich  immer  dann 
ein,  wenn  die  Funktion  /"(^)  eine  natürliche  Grenze  hat,  die  ganz 
oder  zum  Teil  von  einem  analytischen  Kurvenzug  gebildet  wird 
(S.  89).  Die  Schwarzsehe  Spiegelung  an  irgendeinem  solchen  Kurven- 
zug liefert  dann  eine  zweite  Funktion  u\  =  fi[3),  die  jenseits  der 
natürlichen  Grenze  existiert.  Insbesondere  kann  die  natürliche 
Grenze  eine  Kreislinie  sein  und  die  Konvero-enzocrenze  einer  Potenz- 
reihe  darstellen.  In  allen  diesen  Fällen  wird  es  von  Interesse  sein  zu 
wissen,  ob  man  nicht  im  vierdimensionalen  Räume,  wo  eine  Kurve 
noch  nicht  die  vollständige  Grenze  eines  Raumstücks  bilden  kann, 
jene  Kurve  wird  umgehen  können.  Es  mag  also  scheinen,  daß 
die  üblichen,  auf  den  Prozeß  der  analytischen  Fortsetzung  gegründeten 
Methoden  der  Funktionentheorie  vielleicht  einer  wesentlichen  Er- 
weiterung bedürftig  sein  würden.  Es  läßt  sich  aber  einsehen,  daß  das 
nicht  so  ist: 

Niemals  Jccoin  aus  einem  Faar  u,  v  von  lonjugierten  reellen 
Fotentialfimktionen  ein  anderes  u^,  v^  dadurch  hergeleitet  iverden,  daß 
man  zugleich  mit  den  Argumenten  x,  y  von  u  und  v  auch  diese  Fiinl-- 
tionen  seihst  durch  das  Komplexe  Gebiet  hindurch  analytisch  fortsetzt. 

Die  entsprechende  Frage  läßt  sich  auch  stellen  in  bezug  auf 
eine  einzelne  der  Funktionen  u,  v,  dann  aber  lautet  die  Antwort 
anders : 

Eine  reelle  Lösung  u  =  (p{x,  y)  der  Lnplaceschen   Gleichung 

kann  mit  einer  (oder  mehreren)  anderen  u^  einen  durclt  das  homplexe 
Gebiet  vermittelten  analytischen  Zusammenhang  haben. 

Es  tritt  dies  nämlicli  immer  dann  und  nur  dann  ein,  tvenn  u  den 
reellen  Bestandteil  einer  analytischen  Funldion  liomplexen  Argumentes 
w  =  f{z)  bildet,  deren   UmJcehrung  reell-periodisch  ist. 

Diese  beiden  Lehrsätze  wollen  wir  nunmehr  beweisen. 
Wir  setzen 

ti-  =  w  +  iv  =  f{x  +  iij)  =  f{z), 

und  bezeichnen,  wie  früher,  mit  f  die  zur  Funktion  /'  konjugiert- 
komplexe  Funktion,  so  daß 
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«*  =  ^9-  {/"(^  +  ^y)  +  /■  (^  -  ^y) } ; 


^  =  2i  ^^<^^  +  ^y^  -/■(«-  «^) } 

wird.^) 

Lassen  wir  für  x  und  y  auch  komplexe  Werte  zu,  so  ist  deren 
Veränderlichkeit  nur  an  die  Einschränkung  gebunden,  daß  die  Funk- 
tionen f{x  +  iy)  und  f{x  —  iy)  zweier  nunmehr  voneinander  un- 
abhängiger komplexer  Argumente  gleichzeitig  existieren  müssen;  da- 
mit ist  der  Umfang  gegeben,  in  dem  im  jetzt  vierdimensionalen 
Gebiet  auf  u  oder  v  der  Prozeß  der  analytischen  Fortsetzung  an- 
gewandt werden  kann.  Die  genannte  Bedingung  aber  läßt  sich 
noch  etwas  zweckmäßiger  ausdrücken.  Erklären  wir  vier  reelle 
Größen  x',  y ,  x",  y"  und  dann  zwei  komplexe  Größen  /,  /'  durch 
die  Gleichungen 

x  —  iy  =  x'—  iy,        x  -f  hj   =  z', 

X  i-iy  =  x"  -f  iy",       x"  +  iy"  =  s", 

und  setzen  wir  analog 

u  —  iv  =  u'  —  iv'       u'  +  iv   =  iv  , 

(3)  .  „      .  „        „      .  „        „ 
u  -f-  iv  =  u"  -f  iv",      u"  +  iv"  =  iv", 

so  sagt  die  genannte  Einschränkung  aus,  daß  die  Funktionen 

(4)  h' =  /■(/),       w"=f{z") 

gleichzeitig  existieren  müssen.     Denn  es  findet  sich  zum  Beispiel 

tv'  =  m'  -f  iv  =  ü  -\-  iv 

=  Y  { f  (^  -  iy)  +  fX^'  +  iy]  -  Y  { f  (^  -  iy)  -  f(^  +  iy)  ] 
=  fS^  +  iy)  =  fV  +  iy)  =  fV)- 

Zugleich  erhält  man  für  die  ins  komplexe  Gebiet  fortgesetzten 
Funktionen  u,  v  die  Ausdrücke 

(5)  u  ==  —  {w"-\-w],        ^  =  ^,-  { '^v" -w']. 

Der  vierdimensionale  Existenzhereich  der  enveiterten  Funktionen  u,  v 
läßt  sich  mithin  umJcehrhar-eindeutig  und  stetig  abbilden  auf  den  Bereich, 
der  aus  allen  Paaren  z,  z"  komplexer  Größen  besteht,  die  in  den 
Existenzhereich  der  Funldion  f{z)  fallen. 

Hat  also  die  komplexe  Funktion  f{z),  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  reelle  Funktion  u  (x,  y)  eine  natürliche  Grenze  etwa 


1)    Ist    ein    Funktionselement    \on    f{z)    gegeben    durch    die    Potenzreihe 

ein  Funktionselement   der  konjugiert -komplexen    Funktion.     Setzt  man  z^=z, 
so  werden  die  Werte  f{z}  und  f{Zi)=f{z)  konjugiert-komplex. 


108  I-  §  l'i      Analytische  Fortsetzung 

in  einer  Kreislinie,  so  ergibt  sich  daraus  für  die  erklärte  Funktion 
u{x,  y)  von  nunmehr  komplexen  Argumenten  eine  dreidimensionale 
natürliche  Grenze,  die  nicht  überschritten  werden  kann  bei  An- 
wendung des  Prozesses  der  natürlichen  Fortsetzung.  Diese  Grenze  ist 
dadurch  bestimmt,  daß  wenigstens  eines  der  Argumente  /,  z"  der 
Kreislinie  angehört,  während  das  andere  im  Innern  bleibt  oder  eben- 
falls der  Kreislinie  angehört. 

Als  Bedingung  dafür,  daß  x  und  y  gleichzeitig  reell  sind,  findet  sich 

(6)  /=/'. 

Lassen  wir  also,  beginnend  mit  dem  Werte  (oder  eigentlich  Werte- 
paar) z' =  z"  =  s,  die  Argumente  /  und  z"  irgend  zwei  geschlossene 
Wege  im  Existenzbereich  von  f(z)  beschreiben,  so  daß  schließlieh 
wieder  z'  =  z"  =  z  wird,  so  gehen  wir  damit  auf  die  allgemeinste 
Weise  von  den  reellen  Funktionen  u{x,  y)  und  v{x,  y)  zu  solchen  Funk- 
tionen u*(x,y)  und  v*[x,y)  derselben  reellen  Argumente  über,  die  aus 
n  und  V  selbst  durch  analytische  Fortsetzung  erhalten  werden  können. 
Aber  es  folgt  nicht,  daß  diese  neuen  Funktionen  ebenfalls  reelle 
Werte  haben  müßten.  Bei  der  Unabhängigkeit  der  beiden  Wege  für 
z'  und  z"  tritt  dies  vielmehr  nur  unter  besonderen  Umständen  ein, 
und  es  kann  zum  Beispiel  bei  der  einen  Funktion  k*  der  Fall  sein, 
und  bei  der  anderen  i'*  nicht. 

Wir  gehen  von  einem  bestimmten  Zweige  der  Funktion  f(z)  aus, 
setzen  einmal  z  =  z'  und  dann  z  =  z",  und  erhalten,  indem  wir  jedes 
der  zu  Anfang  einander  gleichen  Argumente  z',  z"  für  sich  einen 
geschlossenen  Weg  beschreiben  lassen,  zwei  neue  Funktionszweige  f'{z) 
und  f"{z),  die  beide  also  durch  Vermittelung  von  reellen  Werten  x\  y 
und  x",  y"  der  Veränderlichen  x,  y  erlangt  werden  \z'  =  x  -{-  iy', 
/'=  x"  -\-  iy"].  Diese  Funktionszweige  liefern  dann,  nach  Formel  (5), 
die  Fortsetzungen  der  Funktionen  u,  v  für  die  zum  Schluß  wiederum 
reellen  Argumente  x  und  y,  nämlich 

u'-ix,y)  =  ^{f"iz)i-f'{z)}, 

v^(x,y)  =  ^{r(z)-f'(z)}. 

Wir  verlangen  jetzt,  daß  die  Funktion  u*  reell  wertig  sein  soll. 
Da     ihr    rein  -  imaginärer    Bestandteil     identisch     ist    mit    dem     von 

—  {/"'(^)  — /"(^)},   so   folgt,    daß   diese   Differenz   reell   sein   muß   für 

ein  zweifach  ausgedehntes  Wertgebiet.  Dann  aber  ist  sie  eine  Kon- 
stante, da  f"{z)  und  f"(z)  ja  beide  analytische  Funktionen  des  kom- 
plexen Argumentes  z  sind.  Xehmen  wir  zunächst  an,  diese  reelle 
Konstante  c  sei  von  Null  verschieden.  Dann  wird  die  Funktion  f'{z), 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Funktion  f\z),  die  Eigen- 
schaft  haben,    daß    zugleich    mit   f(z)    auch   f\z)  -j-  c   ein  Funktions- 
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zweig  ist.  Mit  anderen  Worten,  die  Umkehrung-  von  f(z)  ist  reell- 
periodisch (möglicherweise  auf  mehrere  Arten,  da  die  Umkehrungs- 
funktion nicht  eindeutig  zu  sein  braucht).  Es  wird  also  für  die 
Umkehrung  von  /u)  eine  primitive  Periode  2cl>  existieren,  von  der  c 
ein  ganzzahliges  Multiplum  ist.  Zugleich  mit  f(^s)  ist  auch  f{z)-\-2xG3 
ein  Funktionszweig  {  x  =  0,  +1,  +  2?  •  •  • }  •  Setzt  man  dann,  was 
erlaubt  ist, 

r(f)  =  /'(^)  +  2x«,    riß)  =  f{z), 

so  liefern  die  Gleichungen  (7j  und  (1)  die  Formeln 

v*{x,  y)  =  v{x,  y)  —  ixa. 

Wählt  mau  für  x  eine  ungerade  Zahl,  so  folgt: 
Wenn  die  reelle  Potentialfunktion  n  {;x,  y)  auf  imaginärem  Wege 
in  eine  von  ihr  verschiedene  reelle  Fotentialfmtldion  u*  (x,  y)  ana- 
lytisch fortgesetzt  iverden  kann,  so  hat  diese  die  besondere  Form 
w*  =  M  +  const.  Die  zu  u  konjugierte  reelle  Potentialfunktion  geht  dann 
hei  Fortsetzung  auf  demselben  Wege  nicht  in  eine  zu  n*  konjugierte 
Potential funktion,  und  id)erhaupt  nicht  in  eine  reelle  Funktion  über. 

Verlangt  man,  daß  beide  Funktionen  ?/*  und  v*  reellwertig  sind, 
so  folgt  cj  =  0  oder  >c  =  0,  also  nach  (8) 

(9)  w*{z)  =  n*-f  if*=  u  +  iv  =  iL'{z). 

Hiermit  sind  die  behaupteten  Lehrsätze  erwiesen.  Zugleich  ist 
die  allgemeine  Form  der  der  ersten  Gleichung  (8 )  genügenden  Funk- 
tionen u  festgestellt.  Beispiele  konstruiert  man  leiclit  mit  Hilfe  geeignet 
gewählter  komplexer  Integrale.  Die  Zahl  der  Perioden  '2a^,  2^.^  .  .  . 
der  Umkehrung  eines  derartigen  Integrals  ist  nicht  beschränkt. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Funktion 

deren  Umkehrung  die  reelle  primitive  Periode  2c3  =  2%  hat. 
Setzen  wir,  unter  x,  y  reelle  Größen  verstehend, 

X  =  r  cos  cp,     y  =  r  sin  cp  { >'  >  0 } 

und 

z  =  X  -\-  iy  =  re''i', 

so    wird    in    diesem    FaUe    u  =  <p    und    2(o  =  27t    [aber   nicht   etwa 

M  =  arctg-  ,    da    die    Umkehrunor    t^^^    dieser    Funktion    nicht    27i, 

sondern  tc  zur  primitiven  Periode  hat). 
Deuten  wir  nun  die  Größen 

X,  y,  arc  tg  |- 
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als  Koordinaten  in  einem  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten- 
system, so  erhalten  "wir  alle  (eigentlichen)  reellen  Punkte  einer  ge- 
meinen Schraubenfläche  von  der  Ganghöhe  2;r,  wenn  wir  noch  alle 
reellen  Punkte  der  Achse  x  =  0,  y  =  0  hinzufügen.  Durch  seine 
Achse  aber  wird  dieser  Sehraubentiächenzug  in  zwei  Gebiete  zerlegt, 
die  durch  die  Spiegelung  an  der  Achse  (durch  die  Umwendung  um 
die  Achse)  ineinander  übergehen.  Die  Punkte  des  einen  Gebietes 
entsprechen  dem  Vorrat  zusammengehöriger  Werte 

X,  y,  u,  also  dem  Wertevorrat  x,  y^  u  -\-  2yi7tj 

die  Punkte  des  anderen  Gebietes  dem   Wertevorrat 

X,  y,  u*,  also  dem  Wertevorrat  x,  y,  u  -\-  {2x  -{-  l);r. 

Zwischen  den  Funktionen  u,  u^'  besteht  ein  analytischer  Zu- 
sammenhang im  reellen  Gebiete  nicht,  obwohl  die  Schraubenfläche 
ein  durchaus  analytisches  reguläres  Gebilde  ist;  denn  das  Argu- 
mentenpaar X  =  0,  y  =  0  ist  für  Ig^r  und  für  ti  eine  wesentlich  sin- 
gulare Stelle.  Wohl  aber  besteht  ein  solcher  Zusammenhang  durch 
Vermittelung  imaginärer  Argumente.  Dann  kann  man  ja  schon  bei 
festgehaltenem  (p  die  Stelle  r  =  0  umgehen  und  so  von  positiven  zu 
negativen  Werten  von  r  gelangen,  was  gleichbedeutend  ist  mit  dem 
Übergang  von  einem  Flächengebiet  zum  anderen. 

Übrigens  ist  es  eine  Besonderheit  dieses  unseres  Beispiels,  daß 
die  Funktionen  u  und  m*  nur  Punkte  eines  einzigen  analytischen 
Flächenzuges  liefern.  Ein  allgemeineres  Verhalten  zeigt  der  reelle 
Teil  der  Funktion 

ylg^  +  ^C^); 

worin  4)  (2)  eine  eindeutige  Funktion  mit  passend  gewähltem  ring- 
förmigem Existenzbereich  bezeichnet. 

Zerlegt  man,  wie  oben,  eine  analytische  Funktion  a  =  f{z)  in 
ihren  reellen  und  ihren  rein-imaginären  Bestandteil,  und  setzt  man  dann 
diese  beiden  wieder  ins  komplexe  Gebiet  fort,  so  läuft  das  off'enbar 
auf  die  Einführung  gewisser  hilomplexer  Größen  hinaus.  Man  be- 
zeichne etwa  die  imaginäre  Einheit  des  gewöhnlichen  Rechnens  zu- 
nächst mit  /  an  Stelle  von  i,  so  daß 

w  =  u+jv^  fix  -f  jy)  =  f{2) 

wird;  nichts  steht  dann  im  Wege,  auch  die  durch  den  geschilderten 
Erweiterungsprozeß  entstehenden  Systeme  von  vier  Formeln  in  eine 
einzige  zusammenzufassen;  man  hat  nur,  nunmehr  das  gewöhnliche 
Symbol  i  benutzend, 

u  =  u^+iu^,     v  =  v^-{-iVz,     x  =  x^-{-ix^,     y  =  y^-V  iy^ 
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zu  setzen  und  dann  die  symbolische  Gleichung  a  =  /'(^),  etwa  für  f 
als  Potenzreihe,  unter  sachgemäßer  Benutzung  der  Regeln 

(10)  ^'=-1,     U-Ji,    P--1 

auszurechneu.  Unser  erster  Lehrsatz  kann  dann  wie  folgt  avisgedrückt 
und  zugleich  auf  Funktionen  von  beliebig  vielen  komplexen  Veränder- 
lichen ausgedehnt  werden: 

Die  analytisclte  Fortsetzung  durch  das  hikomplexe  Gebiet  kann 
für  das  geivölinliche  lomplcxe  Gebiet  nichts  liefern,  icas  nicht  auch 
schon  durcJi  analytische  Fortsetzung  in  diesem  selbst  erhalten  werden 
könnte. 

Für  wiederholte  Anwendung  des  geschilderten  Erweiterungs- 
prozesses gilt  natürlich  dasselbe. 

Daß  die  Betrachtung  bikomplexer  Größen  der  Form 

(11)  «0+ a^?' +  «J  + rtgij 

und  entsprechender  bikomplexer  Funktionen,  das  ist  von  Zahlen-  und 
Funktionenquadrupeln  (statt  der  üblichen  Paarej,  die  den  durch  (10) 
bestimmten  Rechnungsregeln  unterliegen,  kein  Interesse  haben  könnte, 
folgt  aus  dem  Dargelegten  nach  unserem  Ermessen  nicht.  Es  ist 
vielleicht  nicht  überflüssig,  das  ausdrücklich  zu  sagen.  Denn  aus 
wenn  auch  verschiedenen,  so  doch  verwandten  Prämissen  hat  man 
wirklich  die  von  uns  abgelehnte  Folgerung  ziehen  wollen,  ja  man 
hat  sogar  versucht,  mit  derartigen  Argumenten  eine  Art  von  Verbot 
gewisser  Forschungsrichtungen  zu  begründen. 

Es  handelt  sich  dabei  um  einen  ziemlich  dunkeln  Ausspruch  von 
Gaiiß.  Dieser  hatte  gelegentlich  versprochen,  aber  nicht  eingehalten, 
die  Frage  zu  beantworten: 

„Warum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  die  eine  Mannigfaltig- 
keit von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten,  nicht  noch  andere  in 
der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten  von  Größen  liefern  können." 

Was  Gauß  hiermit  gemeint  haben  mag,  wird  sich  schwerlich 
genau  feststellen  lassen.  Auffallend  stark  sind  die  gebrauchten  Worte 
gerade  bei  ihm,  der  so  sorgfältig  die  Ausdrucksform  zu  wählen 
pflegte.  Besteht  denn  wirklich  die  Tatsache,  so  müssen  wir  uns 
fragen,  deren  Seinsgrund  aufzudecken  Gauß  sich  vorgesetzt  hatte? 

Verschiedene  Interpretationen  sind  versucht  worden,  aber  nur 
darin  stimmen  die  Autoren  überein,  daß  Gauß  die  heute  vielfach  so 
genannten  höheren  komplexen  Größen  oder  hyperkomplexen  Größen 
oder  doch  einige  Arten  von  ihnen  im  Auge  gehabt  haben  wird. 
Man  kann  dann  mit  Weierstraß  geltend  machen,  daß  durch  Rechnen 
mit  solchen  Größen  wie  den  angeführten  (1,  i,  j,  ij)  keine  Resultate 
zu   gewinnen   sein   werden,    die   nicht   auch   durch   Rechnen    mit    den 
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gemeinen  komplexen  Größen  zu  erhalten  wären;  so  wie  wir  zum 
Beispiel  den  Satz  von  der  analytischen  Fortsetzung  ohne  ausdrück- 
lichen Gebrauch  bikomplexer  Größen  ableiten  konnten.  Indessen  be- 
zieht sich  diese  Argumentation  nur  auf  besondere  Arten  komplexer 
Größen;  sie  triflft  nicht  die  Sache,  sondern  nur  eine  Darstellungsform, 
und  überhaupt  wird  man  mit  derartigen  Argumenten  niemals  die 
Unzulässigkeit  irgendwelcher  Methoden  zu  begründen  vermögen. 
Höchstens  kann  man  von  einer  Überflüssigkeit  reden,  und  in  der  Tat 
hat  sich  Weierstraß  veranlaßt  gesehen,  die  Behauptung  von  Gauß 
auf  diese  Art  einzuschränken.  Und  auch  auf  andere  Weise  kann 
man  noch  den  Nutzen  jener  anderen  komplexen  Größen  in  Frage 
zu  stellen  suchen,  wie  es  besonders  Schüler  von  Weierstraß  getan 
haben.  Nach  einem  ohne  Zweifel  wertvollen  Lehrsatz  von  Weierstraß 
ist  in  jedem  System  komplexer  Größen,  die  von  den  gemeinen  kom- 
plexen Größen  verschieden  sind,  entweder  das  Kommutationsgesetz  der 
Multiplikation  ungültig  (wie  bei  Hamiltons  Quaternionen),  oder  es  kann 
ein  Produkt  verschwinden,  dessen  Faktoren  nicht  Null  sind  —  in 
unserem  Beispiele  das  Produkt  {i  -\-  j){i  —  j)-  Wie  Weierstraß  meint, 
hat  Gauß  hierauf  und  auf  die  dadurch  entstehenden  Verwicklungen 
hinweisen  wollen,  und  in  der  Tat  ergibt  sich  daraus,  daß  jene 
anderen  Systeme  komplexer  Größen  nicht  die  allgemeine  fast  die 
gesamte  Analysis  umspannende  Bedeutung  werden  erlangen  können, 
wie  die  gemeinen  komplexen  Größen,  deren  Sonderstellung  hiermit 
auf  eine  kurze  Formel  gebracht  ist.  Da  indessen  niemand  alle 
künftigen  Bedürfnisse  der  Wissenschaft  vorhersehen  oder  auch  nur 
von  den  gegenwärtigen  ausreichende  Kenntnis  haben  kann,  so  läßt 
sich  aus  dieser  Prämisse  die  Nutzlosigkeit  höherer  komplexer  Größen 
nicht  folgern,  und  noch  weniger  kann  man  auf  deren  ünzulässigkeit 
schließen  wollen. 

Der  Weierstraß  s(t\ie\\  Interpretation  des  zitierten  Ausspruchs  und 
der  daran  geknüpften  Behauptung  über  die  Überflüssigkeit  gewisser 
höherer  komplexer  Größen  hat  besonders  Dedekind  widersprochen. 
Er  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  gerade  die  speziellen  von 
Weierstraß  betrachteten  Systeme  identisch  sind  mit  den  in  allgemeinem 
Gebrauch  befindlichen  und  namentlich  von  Gauß  selbst  viel  verwandten 
mehrwertigen  algebraischen  Zahlen,  und  daß  also  auch  das  Ver- 
schwinden eines  Produktes  nicht  verschwindender  Faktoren  in  der 
Algebra  eine  gewöhnliche  Erscheinung  ist.  Mit  gleichem  Rechte  darf 
aber  dann  wohl  auch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  überhaupt  alle 
Arten  der  sogenannten  höheren  komplexen  Größen  längst  das  Bürger- 
recht in  der  Analysis  erworben  haben.  Ihre  Kechnungsregeln  treten 
nur  unter  anderem  Namen  auf  (Rechnen  mit  bilinearen  Formen  oder 
Rechnen  mit  Matrizes).  Unter  solchen  Umständen  aber  kann  die 
Frage  nur  noch  die  sein,  ob  man  sich  dieser  oder  jener  Terminologie 
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bedienen  soll:  im  wesentlichen  eine  Sache  des  Geschmacks,  über  die 
sich  bindende  Regeln  gar  nicht  aufstellen  lassen.  Auch  wird  zu 
bemerken  sein,  daß  die  Meinung  sich  nirgends  bestätigt  hat,  die  Gel- 
tung des  Satzes  vom  Produkte  oder  die  Gültigkeit  des  Komrautations- 
gesetzes  der  Multiplikation  müßte  eine  Voraussetzung  bilden  für  die 
Fruchtbarkeit  solcher  Rechnungsmethoden.  Im  Gegenteil  haben  sich 
als  besonders  brauchbar  für  Anwendungen  in  Gruppentheorie  und 
Geometrie  gerade  solche  Systeme  komplexer  Größen  erwiesen,  in 
deren  Theorie  keines  jener  beiden  Gesetze  Geltung  hat. 

Hat  sonach  die  Erörterung,  die  sich  an  die  zitierten  Worte  von 
Gauß  geknüpft  hat,  unseres  Erachtens  nicht  zu  deren  Rechtfertigung 
geführt,  so  kann  man  doch  nicht  sagen,  daß  sie  nutzlos  verlaufen 
wäre.  Sie  hat  einige  interessante  Ergebnisse  zutage  gefördert,  deren 
eines  wir  angeführt  haben,  und  soweit  sie  unfruchtbar  geblieben 
ist  und  wohl  auch  bleiben  mußte,  kann  sie  eben  dadurch  lehrreich 
sein.  Wir  können  daraus  lernen,  daß  wir  uns  vor  jeder  Art  von 
Dogmatismus  zu  hüten  haben.  Über  alle  künstlich  errichteten 
Schranken  schreitet  die  Wissenschaft  hinweg,  die  keine  Autoritäten, 
sondern  nur  ihre  eigenen  Gesetze  kennen  darf. 

§  15. 
Znm  Schluß. 

In  den  §§  1 — 13  haben  wir  uns  streng  an  das  Thema  gehalten: 
Aus  der  Theorie  der  als  analytische  Kurven  bezeichneten  Punktörter 
des  komplexen  Gebiets  Folgerungen  zu  ziehen,  die  Figuren  im  reellen 
Gebiet  zum  Gegenstand  haben.  Treibt  man  aber  überhaupt  einmal 
Geometrie  im  komplexen  Gebiet,  so  erweitert  sich  ein  solches  Pro- 
gramm von  selbst.  Insbesondere  wird  man  die  Theorie  der  analytischen 
Kurven  einer  umfassenderen  Theorie,  der  Lehre  von  den  analytischen 
Membranen  unterordnen  können  ( S.  24).  Wir  woUen  auch  hierüber 
noch  einige  Andeutungen  machen.  Dabei  werden  wir  uns  aber  sehr 
kurz  fassen;  wir  haben  lediglich  den  Wunsch,  Interesse  für  Probleme 
zu  erwecken,  die  bei  der  sonst  üblichen  Behandlungs weise  von  Figuren 
des  komplexen  Gebietes  zur  Seite  geschoben  werden  oder  vielmehr 
überhaupt  nicht  ins  Gesichtsfeld  eintreten. 

Die  nächstliegenden  Beispiele  sind  vielleicht  die  folgenden  Lehr- 
sätze der  ebenen  Geometrie,  in  denen  man  Erweiterungen  bekannter 
und  auch  von  uns  mehrfach  benutzter  Sätze  \on  H.  A. Schivarz  erkennt^): 

1)  Vorl.  die  Abhandlung:  Sugli  enti  analitici.  Rendiconti  del  Circolo  Mate- 
matico  di  Palermo,  t.  '21,  l'J06,  p.  1 — 1.5.  Ähnliche  Sätze  finden  Verwendung 
in  Liniengeometrie  und  Kinematik,  siehe  z.  B.  Geometrie  der  Dynamen  (Leipzig 
1903),  S.  307,  562.  —  Die  zuerst  genannte  Arbeit  soll  später  dieser  Sammlung 
in  deutscher  Übersetzung  einverleibt  werden. 

study,  Geometrie  I.  8 
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Eine  analytische  Funktion  F{1,  tj)  von  sivei  homplexen  Veränder- 
lichen ist  voWkomnien  hestimmt,  sobald  man  die  Funltionsiverte  auf 
irgendeinem  regulären  Stücl-  einer  analgtischen  Membran^)  lennt, 
vmxiusgesetzt  nur,  daß  die  Membran  heine  Kurve  ist. 
Umgehehrt  hönnen  diese  Funktionstverte  nach  analytischem  Gesetz 
beliebig  vorgeschrieben  werden.  (Das  heißt,  man  kann  die  beiden 
reellen  Funktionen  cflF  und  cfF  als  reelle  analytische  Funktionen 
mit  gemeinsamem  Existenzbereich  der  Parameter  6,  r  des  Membran- 
stücks dort  willkürlich  annehmen.) 

Um  eine  analytische  Punhttransformation  (|,  ?j)  — >■  (^j ,  tj  J  in  der 
Ebene  zu  bestimmen,  kann  man  einem  regulären  Stück  einer  analytischen 
3Iembran,  die  nicht  Kurve  ist,  ein  reguläres  Stück  irgendeiner 
anderen  derselben  Art  nach  beliebigem  analytischem  Gesetz  zuordnen. 

,Ein  gleichlautender  Satz  gilt  für,  wie  wir  sagen  wollen,  anti- 
analytische  Transformationen,  solche,  die  durch  Zusammensetzung  des 
Konjugiums  mit  analytischen  Transformationen  entstehen  und  die 
mithin  etwa  so  zu  bezeichnen  sein  werden:  (|,  r^  — >  (|^,  tjJ.  Dann 
folgt  weiter: 

Jedes  Stück  einer  analytischen  Membran,  die  von  einer  Kurve 
verschieden  ist,  bestimmt  eindeutig  eine  incolutorische  anti-analytische 
Transformation,  die  „Spiegelung  an  der  Membran".  Diese  ist  dadurch 
gekennzeichnet,  daß  sie  alle  Funkte  der  Membran  einzeln  in  Ruhe  läßt. 

Jede  analytische  Funktion  F{^,  rj),  die  auf  der  Membran  oder  auf 
einem  Stück  der  3Ieinbran  reelle  Werte  annimmt,  nimmt  in  einer  Itin- 
reichend  engen  Umgebung  des  3Iembranstücks  konjugieH-komplexe  Werte 
in  solchen  Funkten  an,  die  durch  die  Spiegelung  an  der  Membran 
gepaart  sind. 

Das  wichtigste  Beispiel  zu  diesem  Satze  liefert  das  Konjugium, 
die  Spiegelung  an  der  von  allen  reellen  Punkten  gebildeten  Membran. 

Die  analytischen  Transformationen  bilden  nun  in  gewissem  Sinne 
eine  Gruppe,  und  zwar  eine  sogenannte  unendliche  Gruppe,  und  ebenso 
bilden   sie  zusammen  mit  den  antianalytischen  Transformationen  eine 


1")  Den  Begriff  der  analytischen  Membran  haben  wir  auf  Seite  24  erklärt. 
Wir  denken  uns  jetzt  ein  Stück  einer  solchen  in  analytischer  Parameterdarstellung 
gegeben,  indem  wir,  wie  früher,  ^  =  Ä  -j-  ?'fi,  rj  =  i'  -}-  ?p  setzen,  und  in  gewissem 
Umfang  i,  fi,  r,  q  durch  Potenzreihen  ausdrücken,  deren  Argumente  zwei  reelle 
Parameter  c,  x  sind.  Lassen  sich  diese  Parameter  so  wählen,  daß  in  dem  ganzen 
Membranstück  die  zweireihigen  Determinanten  der  Funktionalmatrix 

^«  /*«  ^V;  9a    I 
!l    K  fr  '^'t  9t    'l 
niemals  gleichzeitig  verschwinden,  so  heißt  das  Membranstück  regulär. 
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(wie  man  sagt  gemischte)  Gruppe.  Können  nämlich  vierdimensionale 
Bereiche  )&,  S^,  S.,  derart  gefunden  werden,  daß  zum  Beispiel  durch 
die  analytische  Transformation  [t,,  i])  — >-  (Ij,  i]-i)  S  in  S^  übergeht, 
und  daß  sowohl  die  genannte  Transformation  in  33  eindeutig  ist,  als 
auch  ihre  Umkehrung  (^^,  i]^)  — >-  (|,  >;)  in  3?^,  und  daß  ferner  die 
Bereiche  S^  und  ^g  ^^  derselben  Beziehung  zueinander  stehen  in 
bezug  auf  eine  zweite  analytische  Transformation  (^^,  ?;J  — y  (^2?  %)> 
so  stehen  die  Bereiche  ^  und  So  iu  eben  derselben  Beziehung  zu- 
einander in  bezug  auf  die  zusammengesetzte  Transformation  {^,')]) — >■ 
(^2;  V2)}  ^^®  dann  natürlich  existiert  und  ebenfalls  analytisch  ist. 
Kürzer  ausgedrückt:  Sind  die  Existenzbereiche  von  zwei  analytischen 
Transformationen  so  beschaffen,  daß  diese  Transformationen  überhaupt 
zusammengesetzt  (multipliziert)  werden  können,  so  gilt  im  Kleinen 
der  Satz:  Das  Produkt  von  zwei  analytischen  Transformationen  ist 
wieder  eine-  solche;  und  das  ist  der  Sinn  der  Aussage:  Die  analytischen 
Transformationen  bilden  eine  Gruppe.     Wir  können  daher  sagen: 

Ein  reguläres  JlemhranstiicJc  hat  nur  eine  einzige  Eigenschaft,  die 
gegenüber  der  Gruppe  der  analytischen  (und  antianalytischen)  Trans- 
formationen invariant  ist,  d.  h.  nicht  zerstört  iverden  kann  durch  solche 
Transformationen  der  Gruppe,  in  deren  Existenzhereich  das  Memhran- 
stück  liegt:  Das  Memhranstücli  kann  einer  Kurve  angehören  oder  nicht. 

Femer  erkennt  man,  daß  die  Spiegelung  an  einer  analytischen 
Membran  (oder  an  einem  Membranstück)  mit  dieser  Membran  in- 
variant verbunden  ist  gegenüber  der  Gruppe  aller  analytischen  und  anti- 
analytischen Punkttransformationen,  und  außerdem,  daß  diese  Eigen- 
schaft und  ebenso  die  Invarianz  der  Kurvenstücke  die  Gruppe  der 
analytischen  und  antianalytischen  Punkttransformationen  vollkommen 
charakterisiert. 

Wir  betrachten  jetzt  eine  Untergruppe  der  Gruppe  der  analytischen 
Punkttransformationeu,  die  ebenfalls  noch  unendliche  und  „gemischte" 
Gruppe  der  eigentlich-  und  uneigentlich-A'oy?/b>v«e>i  Transformationen, 
indem  wir  deren  unmittelbar  sich  darbietende  Erweiterung  durch  anti- 
analytische (antikonforme)  Transformationen  der  Kürze  halber  beiseite 
lassen.  Setzen  wir  (abweichend  von  der  bisher  benutzten  Bezeich- 
nungsweise) 

^  =  ^  —  irj,     «  =  ^  +  iv, 

so  haben  wir  eine  eigentlich-konforme  Transformation  vor  uns  in  jeder 
analytischen   Transformation   (^,  03)  — >  (^i,  co^),   die   den  Bedingungen 

H  -  0,     ^^  ^  0,     d.  h.  t,  =  UO,  «1  =  CO,  (cd) 

genügt,  und  eine  uneigentliclirkonforme  Transformation  liegt  vor,  wenn 

8* 
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^  ^  0,      1^  ^  0,     d.  h.   ,^  =  t, (co),  CO,  =  c, (,^ ) 

ist.     In  beiden  Fällen  nämlich  ist 

cli,'  +  dr,,-  =  rf^i  f/coi  =  J  ■  dt,  da  ^  A  -  (dl^  ^  drf), 

und  umgekehrt  ero-eben  sich  hieraus  die  bezeichneten  besonderen 
Formen  der  Traasformation  [t,,  t]) — *- (^i,  %). 

Für  die  nunmehr  betrachtete  Gruppe,  die  durch  Invarianz  des 
Systems  der  beiden  Scharen  von  Minimalgeraden  als  Untergruppe  der 
Gruppe  aller  auahitischen  Punkttransformationen  erschöpfend  charak- 
terisiert ist,  hat  man  zunächst  Sätze,  die  den  obigen  ähnlich  sind: 

Jede  analytische  Kurve,  die  nicht  3Iim}nalgerade  ist,  kann 
in  jede  andere  der  Art  durch  eigenÜicli-  (und  uneigentlich-)  lionforme 
Transformationen  ühergefiiJirt  tverden,  oder  doch  ein  Stück  der  ersten 
Kurve  in  ein  geeignetes  Stück  der  zweiten.  Um  die  Transformation 
(vollständig)  zu  bestimmen,  kann  man  für  die  komplexen  Gebiete  beider 
Kurven,  oder  geeigneter  Teile  von  ihnen,  eine  analytische  Zuordnung 
nach  beliebigem  Gesetz  vorschreiben.  Diese  Zuordnung  selbst  aber  kann 
wieder  dadurch  bestimmt  tverden,  daß  man  zivei  Fadenstücke  (Stücke 
analytischer  Fäden)  auf  den  beiden  Kurven  nach  analytischem  Gesetz, 
sonst  aber  willkürlich  aufeinander  bezieht.     Ferner: 

Jede  analytische  Kurve,    die   nicht  Mi ni}}ial gerade   ist,    be- 

stimint  eindeutig  eine  uneigcuÜicli-konforme  invohdorische  Transformation, 
die  /konforme  Spiegelung  an  der  Kurve.  Diese  Spiegelung  ist,  als 
analytische  Transfortnation  für  die  komplexen  Punkte  der  Ebene,  da- 
durch dKwakterisiert,  daß  sie  alle  Kurvenpunkte  einzeln  in  Ruhe  läßt 
und  die  beiden  Scharen  von  Minimal  geraden  miteinander  vertauscht. 

Sind  diese  Sätze  den  vorigen  analog,  so  kommt  man  zu  ganz 
anders  gearteten  Problemen,  wenn  man  auch  hier  wieder  die  Zu- 
ordnung von  Membranen  betrachtet,  die  nicht  Kurven  sind.  Diese 
Figuren  haben  nun,  gegenüber  der  engeien  Gruppe,  einen  größereu 
Reichtum  invarianter  Eigenschaften,  und  nicht  mehr  kann  jede  in  jede 
andere  auch  nur  teilweise  übergeführt  werden.  Man  erkennt  das  so- 
gleich, wenn  man  die  Invarianz  des  Ausdrucks 

(:«)(?«)   ' 

gegenüber  konformen  Transformationen  beachtet.  Ein  besonderes 
Interesse  erhalten  hier  die  Membranen,  für  die  dieser  reelle  Doppel- 
quotient zweier  Funktionaldeterminanten    einen  konstanten  Wert  an- 


1)    (?ß))  =  i%co^  — .:,cd„,    vgl.   S.  53. 
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nimmt;  die  reellen  Bilder  {s,  tv)  der  Punkte  solcher  Membranen 
führen  zu  einer  Familie  anscheinend  noch  nicht  betrachteter  Punkt- 
transformationen (jc,  y)  — >  (u,  v),  die  sowohl  die  eigentlich-konformen 
wie  auch  die  uneigentlich-konformen  Abbildunoren  im  reellen  Gebiet 
der  Ebene  umfaßt,  und  die  voraussichtlich  ein  dankbares  Forsehunors- 
gebiet  bilden  wird. 

Wir  betrachten  nur  noch  kurz  die  Membranen,  für  die  obiges 
Doppelverhältnis  den  uneigentlich-konstanten  Wert  oo  hat,  also  die 
Membranen,  die  charakterisiert  sind  durch  eine  umTiehrhare  anti- 
analytische Ahhluujiglceit  zwischen  den  Parametern  l,  a  der  beiden 
Scharen  von  Minimalgeraden: 

il^)  =  0,     (,^ca)  =  0. 

Diese  besonderen  Membranen,  die  wir  durch  das  Beiwort  aus- 
gezeichnet von  anderen  unterscheiden  wollen,  haben  einige  Eigen- 
schaften, die  verwandt  sind  denen  der  analytischen  Kurven.  Wir 
heben  die  folgenden  beiden  Sätze  hervor: 

Das  erste  Bild  z  — ►  iv  einer  ausgezeiclmeten  Membran  ist  eine 
eigentlich-hmforme  AhbiMung  des  reellen  Gebietes,  und  nmgeJcehrt  ist 
jede  solche  das  Bild  einer  ausgezeichneten  Membran. 

Die  gemischte  Gruppe  aller  konformen  Abbildungen  des  l'oniplexen 
Gebietes  einer  Ebetie  kann  auch  dadurch  charalderisiert  teer  den,  daß  sie 
außer  den  Kurven  die  ausgezeichneten  Membranen  (oder  Stücke  von 
solchen)  untereinander  vertauscht. 

Zu  bemerken  ist  wohl  noch,  daß  die  Minimalgeraden  Grenzfälle 
ausgezeichneter  Membranen  sind.  Sie  würden  zu  diesen  selbst  zu 
rechnen  sein,  wie  sie  zu  den  Kurven  zu  rechnen  sind,  wenn  wir  in 
die  Definition  der  ausgezeichneten  Membranen  nicht  die  Forderung 
einer  umkehrbaren  analytischen  Abhängigkeit  zwischen  t.  und  w  oder 
^  und  0)  aufgenommen  hätten. 

Zu  verwandten  Betrachtungen  gribt  ferner  auch  Anlaß  der  Ge- 
danke,  der  der  Konstruktion  unseres  zweiten  Bildes  komplexer  Punkte 
zugrunde  liegt. 

Wie  man  durch  Aneinandersetzen  sogenannter  Elementardreiecke 
und  sachgemäß  ausgeführten  Grenzübergang  den  Inhalt  eines  Flächen- 
stückes im  Räume  erklärt,  so  kann  man,  durch  einen  ganz  gleich- 
artigen Prozeß,  den  Flächeninhalt  eines  Membranstücks  erklären.  Dieser 
Flächeninhalt  wird  dann  analytisch  dargestellt  durch  ein  Doppeliutegral 


Jj\^rt)d6dx  =  l.Jj\tco)d6dr. 


Eine  Membran   kann  nun  die  Eigenschaft  haben,   daß  der  Inhalt 
eines   beliebigen   ihrer   Stücke   reell   ausfällt,    wie    das   selbstverständ- 
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licherweise  bei  der  von  allen  reellen  Punkten  gebildeten  Membran 
eintritt.  Insbesondere  leitet  man  aus  der  charakteristischen  Eigen- 
schaft der  analytischen  Kurven 

ibi)  ^  0,     (to3)  ^  0     (vgl.  S.  44,  VI) 
den  Satz  ab 

Unter  allen  Membranen  sind  die  analytischen  Kurven  dadurch 
geJcenmeichnet,  daß  der  Flächeninhalt  eines  jeden  ihrer  Stücle  den  Wert 
Null  hat. 

Aber  auch  die  übrigen  analytischen  Membranen  der  bezeichneten 
Familie  können  leicht  gefunden  werden: 

Man  nehme  eine  analytisclie  (zum  Beispiel  eigentlich-)  flächentreue 
Transformation  an,  in  deren  Existenzhereich  die  von  allen  reellen  Punlden 
gebildete  Membran  eindringt})  Die  Anwendung  dieser  Transformation 
auf  ein  geeignetes  Stück  der  genannten  speziellen  Membran  liefert  ein 
Membranstück,  das,  bei  beliebiger  Zerlegung,  aus  lauter  Membranstücken 
mit  reellem  Inhalt  sich  zusammensetzt.  Jede  analytische  Membran  mit 
reellem  Inh(dt  aller  ilirer  Stücke,  die  keine  Kurve  ist,  ivird  auf  diese 
Weise  gefunden. 

Hierzu  gehört  als  Ergänzung: 

Jede  analytische  Membran,  deren  sämtlichen  Stücken  ein  reeller 
Flächeninhalt  zukommt,  hat  zum  zweiten  Bilde  z  — >  w  eine  analytische 
eigentlich- fläcJientreue  Transformation  des  reellen  Gebietes,  es  sei  denn, 
daß  die  3Ie)nbran  eine  Gerade  von  reeller  RicJdung  ist  (vgl.  S.  27). 
Ebenso  gilt  das   Umgekehrte.  — 

Nach  anderer  Richtung  lassen  sich  unsere  Betrachtungen  erweitern, 
wenn  man  von  vornherein  das  Punktepaar  als  Haunielenieut 

wählt,  und  nun,  sei  es  im  reeUen,  sei  es  im  komplexen  Gebiete,  nach 
solchen  Transformationen  fragt,  die  gewisse  in  voraus  gegebene  Eigen- 
schaften von  Punktepaaren  nicht  zerstören.  In  diesen  Gedankenkreis 
gehört  zum  Beispiel  der  Satz: 

Jede  Transformation 

{z,  tu)  ->  (i-*,  iv"^) 

der  geordneten  Punktepaare  des  reellen  Gebiets,  die  (in  ihrem  Existenz- 
bereich) uneigentlich-konforme  Beziehungen  iv  =  iv(z)  der  Punktf eider  iz) 
und  (tv)  im  allgemeinen  wieder  in  solche  überführt,  ist  das  erste 
Bild  irgend  einer  analytischen  oder  a/ntianalytischen  Transformation 


1)  Die  in  der  Anmerkung  auf  Seite  .55  angegebene  Regel  zur  Bestimmung 
der  flächentreuen  Transformationen  ist  unabhängig  von  der  dortigen  Ein- 
.schränkung:   auf  Transformationen  des  reellen  Gebietes. 
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oder 

Der  Zusatz  im  allgemeinen  ist  hier  notwendig.  Er  hat  den 
präzisen  Sinn,  daß  die  Scharen  von  Punktepaaren  z,  iv,  die  als  erste 
Bilder  von  Minimalgeraden  {t,  =  const.  oder  co  =  const.)  auftreten  und 
nicht  konforme  Abbildungen  vermitteln  f  S.  2^ ),  in  Punktepaare  ^*,  iv^ 
uneigentlich  -  konformer  Abbildungen  übergeführt  werden  und  aus 
solchen  hervorgehen  können. 

Benatzt  man  eigentlich-konforme  Abbildungen,  so  erhält  man 
entsprechend  die  ersten  Bilder  der  Transformationen 

und  der  Transformationen 

fordert  man,  daß  beide  Mannigfaltigkeiten  von  Abbildungen  gleich- 
zeitig  in  Ruhe  bleiben,  so  bleiben  noch  viererlei  Transformationen 
übrig,  die  wieder  eine  Gruppe  bilden   und  alle  leicht  zu  deuten  sind: 

g*  =  ^*(^)^    «*  =  «*(cd);     ^*  =  ^*(5r),    ^^•*  =  ^^•*(^t•); 

b*  =  b*'  «);  w*  =  w*(0;      •2'*  =  ^*fM;),  «<;*  =  ?r*(^); 

g*  =  1^{TS),   co"^  =  «*(^);      .0*  ==  ^r*(M;),    «t-*  =  ^^'*(.^). 

Ein  anderer  hierher  gehöriger  Satz  ergibt  sich,  wenn  wir  be- 
merken: Bei  geeigneter  Wahl  der  Koordinaten  nimmt  die  Bedingung 
dafür,  daß  eine  sogenannte  Linienkongruenz  im  Räume  die  Normalen- 
kongruenz einer  Schar  paraReler  Flächen  ist,  dieselbe  Form  an,  wie 
die  Bedingung  dafür,  daß  eine  Schar  von  oo^  geordneten  Punkte- 
paaren in  der  Ebene  eine  Hächentreue  Transformation  vorstellt  oder, 
im  Grenzfalle,  aus  Paaren  von  Punkten  zAveier  Kurven  besteht^): 

Die  Gesamtheit  aller  analytischen  Transformationen  (z,  w)  — >-  (z*,  w*) 
geordneter  Fwiktepaare  in  der  Ebene,  die  (in  ihrem  Existenzbereich) 
aus  (zum  Beispiel)  eigentlich-flächentreuen  Abbildungen  z  — ►  iv  im  all- 
gemeinen ebensolche  hervorgehen  lassen,  bildet  eine  kontinuierliche  un- 
endliche Gruppe.  Diese  Gruppe  ist  holomorph'^)  zu  einer 
solchen,  die  in  der  geometrischen    Optik  auftritt ,   nämlich 


1)  Vgl.   auch  Jahresber.   d.   Deutschen   Mathematiker -Vereinigung,   Bd.  11 
(1902),  S.  321. 

2)  Nach  anderer  Terminologie:  holoedrisch  isomorph. 
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£ur  Gruppe  jener  analytischen  Transformationen  des  Linienraumes,  die 
NormalenJ.-ongruenzen  oder  Sfilcke  von  Normalenkongruenzen  in  eben- 
solche überführen.  ^) 

Die  Beschränkung  auf  das  reelle  Gebiet  ist  liier  unwesentlich, 
und  was   „im  allgemeinen"  heißen  soll,   haben  wir  schon  augedeutet. 

Aber  dieser  Zusammenhang  unserer  Theorie  mit  der  Linien- 
geometrie ist  nicht  der  einzige.  Wir  (jelcingen  auf  iinsevem 
We(je  auch  xu  der  Einsicht,  daß  die  gesamte  2^f'oJeh-tive 
Geometrie  im  Mamne  tnit  Hilfe  uu serer  Fuuktepaare  in 
der  Euklidischen  Ebene  gedeutet  iverden  hxuiu.  Wir  denken 
uns  im  reellen  oder  komplexen  Gebiet  einer  Ebene  eine  Bewegung  oder 
eine  Umlegung  ausgeführt.  Wird  durch  diese  Transformation  dem  Punkte 
[x,  y)  der  Punkt  (m,  v)  zugeordnet,  so  wollen  wir  sagen,  daß  das 
Paar  geordneter  Punkte  {x,  y)  — >  (u,  v)  mit  der  Bewegung  oder  üm- 
legung  vereinigt  liegt\  femer  sagen  wir,  daß  eine  Bewegung  und  eine 
Umlegung  miteinander  yereinigt  liegen,  wenn  beide  mit  demselben 
Paar  geordneter  Punkte  (und  dann,  wie  man  leicht  erkennt,  noch  mit 
unendlich  vielen  anderen)  vereinigt  liegen.  Unter  Benutzung  dieser 
Terminologie  können  wir  behaupten: 

Den  Bewegungen,  den  geordneten  Punldcpaaren  und  den  Um- 
legungen in  der  Ebene  lassen  sich  eindeutig  Figuren  im  Räume  zu- 
ordnen, nämlich  der  Bcihe  nach  PunJcte,  gerade  Linien  und  Ebenen; 
und  zwar  derart,  daß  einer  Bewegung,  einem  I'unlcfepaar  und  einer 
Umlegung,  die  sich  in  vereinigter  Lage  befinden,  ein  Punkt,  eine  Gerade 
und  eine  Ebene  zugeordnet  iverden,  die  ebenfalls  vereinigt  liegen. 

Ohne  weiteres  umkehrbar  ist  dieser  Satz  nicht,  aber: 

Durch  Zufügung  geeigneter  Figuren  (ausgearteter  Bewegungen,  un- 
eigentlicher PunJdepaare,  ausgearteter  Ümlegungen)  läßt  sich  die  im 
letzten  Satze  genannte  Zuordnung  ausnahm slos-umlrhrhar  gestalten. 

Mit  dem  Gesagten  ist  schon  ausgesprochen,  daß  der  Inbegrijff 
aller  Transformationen  {x,  y)  ■ — *-  [u,  v),  die  in  ihrem  Existenzbereich 
isometrisch  gepaarte  Kurvenstücke  in  ebensolche  überführen,  eine 
(sogenannte  endliche)  gemischte  Gruppe  bilden,  die  im  reellen  Gebiete 
vier  getrennte  Scharen  von  Transformationen  und  im  komplexen  Ge- 
biete zwei  (analytisch-)  getrennte  Scharen  von  Transformationen  um- 
faßt: Diese  Gruppe  ist  holomorph  zur  Gruppe  aller  4  •  oo^'  oder 
2  •  cx)^°  Kollineationen  und  Korrelationen  im  Baume. 

Die  behauptete  Zuordnung  ist  natürlich  in  hohem  Maße  un- 
bestimmt,    da    man     im     reellen    (komplexen)    Gebiete    das    System 


1)    Siehe   den  Aufsatz:    Hamiltons   geometrische   Optik,    Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematikervereinigung,  Bd.  14  (1905),  S.  424—438 


gedeutet  in  der  Ebene.  121 

homogener  Punkt-,  Linien-  und  Ebenenkoordinaten  auf  2  •  oc^'"  (auf 
oqSO)  wesentlich-verschiedene  Arten  muß  wählen  können.  Man  kann 
aber  eine  weitere  Forderung  hinzufügen,  die  darin  besteht,  daß  die 
zu  benutzenden  homogenen  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  gewisse 
Parameter  liefern  soUen,  durch  die  man  die  Bewegungen  und  üm- 
legunsren  in  einer  Ebene  ausdrücken  kann.^")  Dann  verschwindet  die 
Unbestimmtheit,  abgesehen  von  Proportionalitätsfaktoren,  die  auch 
dann  noch  willkürlich  bleiben.  Man  erhält  für  die  Zuordnung 
zwischen  den  Koordinaten  x,  y,  u,  v  eines  geordneten  Punktepaares 
und  den  Plückerschen  Koordinaten  einer  geraden  Linie  im  Räume 
etwa  die  Formeln 


^02  =X-\-U, 

^31   =  ^  - 

-  U 

^,z  -y  +  v, 

^12  =  y  - 

-  V. 

Die  Grleichung 

=  { (w*  -  w  12  -I-  (ü*  -  v'f }  -  { (:r*  -  xY  -f  (?/*  -  ijf } 

setzt   dann   die  Invarianz   der  isometrischen  Lage  zweier  Punktepaare 
bei  Transformationen  der  bezeichneten  Gruppe  in  Evidenz.^) 

Entsprechende  Resultate  ergeben  sich  schließlich,  wenn  man 
Invarianz  der  Trapezlage  oder  der  Kreuzlage  zweier  Punktepaare  ver- 
langt.    (Vgl.  S.  21.)  — 

Es  liegt  nahe,  die  hier  vorgetragenen  Untersuchungen  auch  noch 
in  anderer  Richtung  zu  erweitern.  Man  bemerkt  zum  Beispiel,  daß 
die  Abbildung  der  komplexen  Punkte  auf  geordnete  Paare  reeller 
Punkte,  die  wir  als  zweites  Bild  bezeichnet  haben,  sich  sofort  auf  den 
Raum  überträgt.  Man  kommt  so  zu  einer  Abbildung  der  unebenen 
analytischen    Kurven    auf   Paare    von    Translationsflächen,    die    durch 


1)  Math.  Annalen  Bd.  39,  1891,  S.  558—564.  Vgl.  auch  Monatshefte  für 
Mathematik  und  Physik,  Bd.  I,  1900,  S.  352. 

2)  Wegen  weiterer  Ausführungen  sei  auf  W.  Blaschke,  Euklidische  Kine- 
matik und  nichteuklid.  Geom.  I.  (Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  60,  1911)  ver- 
wiesen, worin  u.  a.  eine  einfache  geometrische  Konstruktion  der  Zuordnung 
zwischen  geordneten  Punktepaaren  und  geraden  Linien  angegeben  wird. 

Erwähnt  sei  noch,  daß  ein  Teil  des  Vorgetragenen  Analogien  in  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  hat  (Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Ver- 
einigung, Bd.  11,  1902,  S.  32U)  und  daß  die  zuletzt  skizzierte  kleine  Theorie  ein 
Aussclinitt  aus  einer  umfassenderen  ist,  in  der  an  Stelle  der  Ebene  der  (Eukli- 
dische oder  Nicht-Euklidische)  Raum,  und  an  Stelle  einer  Gruppe  mit  fünfzehn 
Parametern  eine  solche  mit  achtundzwanzig  Parametern  tritt.  (Vgl.  Geometrie 
der  Dyuamen,  Leipzig  1903,  S.  582,  583.) 
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parallele  Normalen  flächentreu  aufeinander  bezogen  sind.  Den  krummen 
Minimallinien  sind  insbesondere  Minimalflächen  zugeordnet. 

Ein  Analogon  zum  ersten  Bilde  ist  eine  Abbildung  der  imaginären 
eigentlichen  Punkte  des  Raumes  auf  orientierte  Kreise^),  die  noch 
wenig  beachtet  worden  zu  sein  scheint. 

Ein  zweiter  Weg,  der  zu  einer  Ausdehnung  unserer  Methode  auf 
die  räumliche  Geometrie  führt,  ist  der  folgende.  Man  kann  zunächst 
zur  sphärischen  Geometrie  übergehen  und  hier  jeden  komplexen  Punkt 
der  Kugel  abbilden  auf  das  geordnete  Paar  reeller  Kugelpuukte  auf 
den  beiden  imaginären  Erzeugenden  durch  den  gegebenen  Punkt. 
Von  hier  aus  kommt  man  mittels  eine.s  Übertragungsprinzips  ^)  zur 
Liniengeoraetrie.  So  findet  man  beispielsweise  eine  {im  allgcmeineti) 
umkehrbar- eindeutige  Zuordnung  zwischen  den  komplexen  Geraden 
und  den  (nicht-geordneten)  Paaren  von  reellen  orientierten  geraden 
Linien.^) 

Übrigens  liegt  auch  schon  in  der  ebenen  Geometrie  die  Möglich- 
keit vor,  die  orientierten  komplexen  Geraden  auf  geordnete  Paare  von 
reellen  orientierten  geraden  Linien  abzubilden  und  diese  Abbildung 
mit  unseren  Abbildungen  komplexer  Punkte  in  organische  Verbindung 
zu  bringen. 

Mit  diesen  Andeutungen  wollen  wii'  uns  genügen  lassen.  Einiges 
davon  denken  wir  bei  späterer  Gelegenheit  zu  entwickeln;  insbesondere 
sollen  in  einer  weiteren  Vorlesung  der  vorliegenden  Sammlung  die 
eingangs  angeführten  Sätze  eine  breitere  Ausführung  und  An- 
wendungen  finden. 


1)  Vgl.  etwa  Laguerre,  Oeuvres  II  (Paria  1905),  S.  109  ft'.,  238  ff. 

2)  Geometrie  der  Dynamen,  §  23. 

3)  Dieser  Gedanke  wird  ausgeführt  hei  W.  Blaschke,  Zui'  Geometrie  der 
Speere  im  Euklidischen  Räume.  Monatshefte  f.  Math.  u.  Phys.  XIX  (1910).  Vgl. 
besonders  §  8.  Dort  wird  erklärt,  was  für  ein  Begriff  mit  dem  im  Texte  ge- 
brauchten Ausdruck  ,,im  allgemeinen"  zu  verbinden  ist. 
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106.  113 
Segre  24.  43.  44.  46.  87 
Staude  56 

V.  Staudt   3—7.  10.  11.  13 
Steiner  3 
Tarry  11 
Yoß  53 
Weierstraß  39.  112  . 
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Abbildung  7.  53;  s.  auch  Bild,  Trans- 
formation; nach  V.  Staudt  5 — 7;  In- 
dikatrizes  einer  Abbildung  56.  62 — 64; 
flächentreue  speziell  von  Translations- 
flächen 122 

Absolute  Punkte  der  Ebene  9;  absoluter 
Kegelschnitt  9 

Ähnlichkeitstransf'ormation,  reelle  8.  16. 
19;  Perspektive  G5.  71 

Aquiforme  Ti-ansformation  16;  reelle 
uneigentliche  29 

Affine  Transformation  18.  30;  eigentlich- 
flächentreue  30 

Algebraische  irreduzible  Kurven  46 

Analytische  Fäden  24.  44;  Kurven  24. 
38  ff.  48  ff.  118;  Kurven  als  Aus- 
nahmefälle 114;  Membranen  24.  43; 
Transformationen  17.  23.  53ff. ;  vgl. 
Fortsetzung 

Antianalytische  Transformationen  114; 
Gruppe  der  analytischen  und  anti- 
analytischen Transformationen  charak- 
terisiert 115 


Antikonforme  Transformationen  115 
Ausartung    einer    Involution    5;     äqui- 
former  Transformationen  31;  flächen- 
treuer Transformationen  17;    von  Be- 
wegungen und  [Jmlegungen  120 
Ausgezeichnete  Membranen  117 

Bewegung  13;  Ausartung  einer  ß.  120; 
vereinigte  Lage  mit  Punktepaar  120, 
mit  Umlegung  120;  Bewegungsinvari- 
anten 19 

Bikomplexe  Größen  110.  111 

Bild  eines  komplexen  Punktes  nach 
v.  Staudt  5 

Bilder  (erstes  und  zweites  Bild)  kom- 
plexer Punkte  10.  12ff'. ;  gerader 
Linien  25 — 29;  reeller  gerader  Linien 
25  —  27;  imaginärer  gerader  Linien 
27 — 29;  von  Minimalgeraden  27 — 28; 
von  Kreisen  31  ff.;  ebener  analytischer 
Kurven  48  ff.  63  ff. :  einer  Ellipse  98 
—  103;  einer  Kettenlinie  103.  104 

Blätter  über  der  Ebene  33.  96  ff. 
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Bogenelemente  der  Ebene  bezogen  auf 
Isothermennetz  69 ,  auf  isometrisch 
gepaarte  Netze  79;  der  Bilder  einer 
analytischen  Kurve  66 — 84 

Dehnung  bei  einer  Abbildung  57 ;  ex- 
treme, mittlere  58,  59 

Diiferentialformen,  quadratische,  siehe 
Bogenelement 

Doppelpunkte  einer  Involution  -4.  5; 
einer  analytischen  Kurve  40 

Ebene,  Gaußsche  4.  39.  47.  50 
Ebene  analytische  Kurven  38  ff. 
Eigentlich  -  äquiforme  Transformationen 
16;   -konforme  Abbildung   15.  17.  45. 
55.  62.  117;  -flächentreue  Transforma- 
tionen 17.  32.  33.  48.  54.  62.  118.  122; 
-flächentreue  affine  Transformation  30 
Eigentliche     imaginäre    Punkte     4.    8; 

reelle  gerade  Linien  4 
Elementarflüchen  54  ff. 
Elemente,    imaginäre    3  —  7;    uneigent-. 

liehe  3 
Ellipse,  reelle  Bilder  einer  98—103 
Elliptische  Involution  4.  5.  6.  10.  13 
Entfernung  komplexer  Punkte  20 
Erstes  Bild,  siehe  Bild;    Bogenelemente 
des  ersten  Bildes    einer  analytischen 
Kurve  66  ft". 
Existenzbereich     erweiterter    Poteutial- 
funktionen  107 

Faden,  analytischer  24.  44  ff.  50  ff.  59 ; 
mit  reellem  oder  rein  -  imaginärem 
Quadrat  des  Bogenelements  75;  mit 
reeller  Tangenteurichtung  86;  iso- 
metrisch gepaarte  Fäden  «7 ;  analytisch 
gepaarte  Fäden  116 

Falte  87 

Fläche  eines  komplexen  Dreiecks  20; 
eines  Membranstücks  117;  eines  ana- 
lytischen Kurvenstücks  118 

Flächentreue  Abbildung  8.  17.  48.  54. 
60.  62.  118.  122;  eigentliche-uneigent- 
liche  17;  eigentliche  32.  48.  62.  118; 
eigentlich-affine  30 

Flächentreue  Spiegelung  89 


Fortsetzung,  analytische  reeller  Potential- 
funktionen 105  ff. 

Funktionaldeterminanten  bei  Abbildun- 
gen 53  ff.    116. 

Funktionen,  analytische  105;  konjugiert- 
komplexe  107;  reell-periodische  106; 
reelle  Potentialfunktionen  106  ff. 

Gaußsche  Ebene  4.  39.  47.  50 
Geometrie  der  Lage  3.  4;  vgl.  projektive 
Geometrie;   Euklidische  8;   projektive 
des  Raumes  in  der  Ebene  gedeutet  120 
Gerade,    uneigentliche    3;    komplexe   5; 
mit   reeller    Richtung    27.   52;    reelle 
eigentliche  4.  25 — 27;  Minimalgerade 
9.  28—29,  vgl.  116;  Bilder  einer  Ge- 
raden 25—29 
Grenze,  natürliche  40.  47.  106 
Grenzstellen  einer  analytischen  Kurve  39 
Größen,  höhere  komplexe  110 — 113 
Gruppen,   s.  Transformation;    (spezielle) 
15.    16.    73 — 75.    81;    definiert    durch 
Invarianz  gewisser  Figuren  114  ff". 

nomothetische  Transformationen  71.  83 

Imaginäre  Elemente  3—7;  Figuren  46; 
eigentliche  Punkte  8;  Geraden  mit 
reeller  Richtung  27.  28 

Indikatrizes  einer  Abbildung  56.  62 — 64. 

Infinitesimale  eigentlich-konforme  Trans- 
formationen 15 

Invarianten,  Bewegungs-  19ff. ;  (Differen- 
tialinvarianten) konformer  Transforma- 
tionen 116 

Invarianz  von  isometrischer  oder  Kreuz- 
oder Trapezlage  bei  Gruppen  120 

Inversion  36 

Involution,  ausgeartete  5;  elliptische 
4.  5;  von  "Strahlen  6.  10 

Involutorische  Transformationen  75.  81. 
88;  reelle  Umlegung  25;  antianaly- 
tische Transformation  114 

Irreduzible  algebraische  Kurve  46 

Isometrische  Lage  zweier  Punktepaare 
21ff. ;  Gruppe  definiert  durch  Invarianz 
der  isometrischen  Lage  120.  121;  iso- 
metrisch gepaarte  Kurven  23;  Rich- 
tungen 58;  Kurvennetze  50.  65  ff'. 

Isotherme  Kurvennetze  50.  66  ff. 
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Kegelschnitt,  absoluter  9;  konfokale 
Kegelschnitte  100.  101 

Kettenlinie  103.  104 

KoUineation,  reelle  6 

Komplexe  Gerade  5 ;  komplexer  eigent- 
licher Punkt  i 

Konfokale  Kegelschnitte  100.  101 

Konforme  Abbildung  55.  59;  eigentliche 
15.  55.  62.  117;  eigentliche  infinitesi- 
male 15;  reelle  eigentliche  17;  un- 
eigentliche 8.  45.  48.  55 

Konforme  Spiegelung  am  Kreise  36;  an 
reellem  Kurvenzug  88 ;  an  analytischer 
Kurve  116 

Konjugiert -imaginäre  Punkte  4;  kon- 
jugierte Potentialfunktionen  105;  kon- 
jugiert-komplexe  Funktionen  107 

Konjugium  46.  88.  114 

Kreis,  Bild  eines  Kreises  31ff. ;  orien- 
tierter 122;  Kreispunkte,  uneigentliche 
9;  Kreisverwandtschaft  32 — 34 

Kreuzlage  zweier  Punktepaare  21  flF.; 
vgl.  Invarianz 

Krümmungsmaß  69;  Formel  von  Fro- 
benius  79 

Kurve,  algebraische  46;  analytische  24. 
38flf.  44.  46.  118;  Kurvenstück  40; 
Doppelpunkte  einer  Kurve  40;  Grenz- 
stellen 40 ;  reguläre  Punkte  40 ;  Stellen 
allgemeiner  Lage  49.  95;  singulare 
Stellen  89  S. ;  Stellen  besonderen  Ver- 
haltens 84  ff. ;  mittlerer  iind  extremer 
Dehnung  59;  wechselnormale  und 
wechselparallele  Kurven  50;  Kurven- 
bogen als  Parameter  89 — 91 

Kurvennetze  50;  isotherme  66;  ortho- 
gonale 50.  59 

Lage,  Geometrie  der  3.  4;  Punkte  und 
Stellen  allgemeiner  Lage  49.  95;  ver- 
einigte Lage  von  Bewegung  und  Um- 
legung mit  Punktepaar  120 

Laplacesche  Gleichung  69.  79.  105  tf. 

Liniengeometrie  (Plückersche)  und  Geo- 
metrie der  Punktepaare  121.  122 

Linkseitige  Minimalgerade  9 

Maschenwinkel  82 

Membran,    analytische    24.    43.    113  ff.; 


Membranstück,  reguläres  114;  aus- 
gezeichnete 117;  Flächeninhalt  einer 
117;  mit  reellem,  insbesondere  ver- 
schwindendem Inhalt  118;  Spiegelung 
an  114 

Minimalgerade,  link.seitige,  rechtseitige 
9;  reelles  Bild  28.  95;  als  Ausnahme- 
fälle 116 

Minimalflächen  122 

Minimaltangenten  einer  analytischen 
Kurve  95 

Mittlere  Dehnung  57 

Normalenkongruenzen  120         v 

Optik,  geometrische  119 
Ordnungszahlen     eines     Yerzweigungs- 

punktes  92 
Orientierte  Kreise  122 
Orthogonale  Kurvennetze  50.  59 

Paar,  geordnetes  reeller  Punkte  7.  8; 
in  Kreuzlage,  Trapezlage,  isometrischer 
Lage  21ff. ;  in  vereinigter  Lage  mit 
Bewegung  und  fmlegung  120;  un- 
eigentliches 120;  reelles  Punktepaar  47 

Parameter  einer  analytischen  Kurve  40  ff. 
54;  Bogen  als  91  ff.;  Stellungswinkel 
als  64.  65;  regulärer  41  ff. 

Perspektive  Ähnlichkeitstransformati- 
onen 65.  71.  83 

Potentialfunktionen  105  ff. ;  konjugierte 
105 

Projektive  Geometrie  des  Raumes,  ge- 
deutet in  der  Ebene  120 

Punkt,  uneigentlicher  3;  eigentlicher 
komplexer  4;  konjugiert -imaginäre 
Punkte  4;  absoluter  9;  allgemeiner 
Lage  einer  analytischen  Kurve  49.  95; 
regulärer  auf  Kurve  40 

Punktepaar,  Paar  reeller  geordneter 
Punkte  7.  8;  reelles  47;  als  Raum- 
element 118  ff. 

Punkttransformation  s.  Transformation 
reelle  15 

Raum  von  vier  Dimensionen  4.  14.  24.  105 
RechtseitigeMiniraalgerade  9 
Reelle  eigentliche  Gerade  4.  25;    KoUi- 
neation G;  Punktepaare  47,  vgl.   7.  8; 
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Ähnlichkeitstransformation  8.  16.  19; 
Bewegung  (Umlegungi  13;  Punkttrans- 
formation 15.  47;  eigentlich-konforme 
Transformation  18 ;  affine  Transforma- 
tion 19;  involutorische  Umlegung  19; 
uneigentliche  üquiforme  Transforma- 
tion 29;  analytische  Kurve  46.  88; 
analytische  Transformation  47.  53flE". ; 
Figuren  46;  Richtung  imaginärer  Ge- 
raden 27.  28 

Reguläre  Punkte  einer  analytischen 
Kurve  40.  42.  45;  Parameter  41.  42. 
90.  91.  92:  Substitution  41;  Membran- 
stücke 114;  reguläres  Verhalten  einer 
Abbildung  54.  62 

Richtungen,  reelle  27.  28;  isometrische 
58;  mittlerer  und  extremer  Dehnung 
57,  58;  wechselnormale  und  wechsel- 
parallele 50 

Riemannsche  Kugel  30;  Flächen  33. 
85—88 

Schiebungsflächen  83.  122 

Schraubenfläche  (gemeine)  109.  110. 

Schwenkung,  positive  und  negative  8. 
13  ff.  22.  61 

Singulare  Stellen  (algebraische  Singu- 
laritäten) analytischer  Kurven  89  ff. 

Spiegelung  an  Gerader  25;  konforme 
am  Kreise  36;  an  Ellipse  9'Jtf. ;  an 
Membran  114 ;  konforme  an  analytischer 
Kurve  116;  reell-konforme  an  reellem 
Kurvenbogen  (Schwarzsehe  Spiegelung) 
88.  98.  106;  flächentreue  89.  102 

Spitze  97 

Stellen  allgemeiner  Lage  einer  analy- 
tischen Kurve  und  ihrer  Bilder  49.  95; 
Grenzstellen  39;  singulare  89ff. ;  be- 
sonderen Verhaltens  84  ff. 

Strahleninvolution  6.  10 

Teilbilder  einer  analytischen  Kurve  67  ff. 
76  ff. 

Transformation  7.  17.  23;  Ähnlichkeits- 
transformation (äquiforme)  8.  16.  19. 
29.  65.  71;  analj'tische  und  antianaly- 
tische 114;  antikonforme  115;  eigent- 
lich-konforme   18.   117;    uneigentlich- 


konforme    8.    45.    48.    64;    eigentlich- 
flächentreue    8.    17.    30.    32.    48.    118: 
affine    18.  30;    homothetische    71.  83:! 
reelle  47;   Transformationen  der  geo- 
metrischen Optik  119.  120 

Translationsflächen  83.  122 

Trapezlage  zweier  Puuktepaare  21  ff., 
vgl.  Invarianz 

Ubertragungsprinzipe,  verschiedene  23. 
113  ff. 

Umlegung  13;  reelle  involutorische  25; 
ausgeartete  120;  in  vereinigter  Lage 
mit  Punktepaar    und   Bewegung    120 

Uneigentliche  Elemente  3;  Punkte  3; 
Kreispunkte  9;  Gerade  3;  konforme 
Transformation  8.  45.  48.  55.  63; 
fiächentreue  Transformation  17.  54.  62; 
äquiforme  Transformation  29;  Kreiu- 
verwandtschaft  34 

Unendliche  Gruppen  114 

Unmöglichkeit  des  analytischen  Zu- 
sammenhangs mehrerer  Paare  reeller 
konjugierter  Potentialfunktionen  107. 
111 

Vereinigte  Lage  eines  Punktepaares  mit 
Bewegung  oder  Umlegung  120 

Vertauschbare  Transformationen  16 

Verzweigungspunkte  85.  89ff. ;  Ver- 
zweigungsfäden des  zweiten  Bildes 
einer  analytischen  Kurve  86.  87.  103; 
Verzweigungszahlen  92.  94.  96 

Vielfachheit  eines  Kurvenpunktes  95 

Wechselnorraale  Richtungen  und  Kurven 

50 
WechselparaUele  Richtungen  und  Kurven 

50.  63.   76 
Wendepunkte  97 

Züge,  verschiedene  reelle  derselben 
(reellen)  analytischen  Kurve  89 

Zusammenhang,  analytischer,  konformer 
Spiegelungen  89;  reeller  Potential- 
funktionen 105  ff. 

Zweites  Bild,  siehe  Bild.  Bogenelemente 
des  zweiten  Bildes  einer  analytischen 
Kurve  76  ff. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 
1 

Study,    E.,     Professor    an    der    Universität    Bonn,     Geometrie    der    Dynamen. 
j  Die  Zusammensetzung  von  Kräften  und  verwandte   Gegenstände  der  Geometrie. 

!  Mit  4(5  Figuren  und  1  Tafel.     [XIII  u.  603  S.]      gr.  8.      1903.      Geh.  .ü   21.—, 

^  in  Halbfranz  geb.  JC  23.— 

I Methoden   zur  Theorie   der  ternären  Formen.     Im  Zusammenhang 

I  mit  Untersuchungen  anderer  dargestellt.  [XII  u.  210  S.]  gr.  8.  1889.   Geh.  JL  6.— 


Bianehi,  Dr.  L.,  Professor  an  der  Universitä,t  Pisa,  Vorlesungen  über  Differen- 
I  tialgeometrie.    Autoriaierte  deutsche  Übersetzung  von  M.  Lukat,  Oberlehrer 

I  an  der  Oberrealsuhule  zu  Danzig.    2.,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.    [XVIII 

u.  721  S.]     gr.  8.     1910.     Geh.  JL  22.60,  in  Leinw.  geb.  Jl  24-.  60. 

'Cesäro,  Dr.  Ernesto,  weil.  Professor  an  der  Königl.  Universität  Neapel,  Vorlesungen 
über  natürliche  Geometrie.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Ger- 
hard Kowalewski,  Professor  an  der  Techn.  Hochschule  zu  Frag.  Mit  48  Figuren.' 
[VIII  u.  341  S.]     gr.  8.     1901.     In  Leinwand  geb.  JC  12.— 

Clebseh,  A.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  Vorlesungen  über 
Geometrie.  Mit  besonderer  Benutzung  der  Vorträge  von  Alfred  Clebseh 
bearbeitet  und  herausgegeben  von  F.  Lindem  au  n,  Professor  an  der  Universität 
München.     In  2  Bänden,     gr.  8. 

I.Band.  Geometrie  derEbene.  2.,  vermehrte  Auflage.  I.Teil:  Kegelschuitte  und  algebraische 
Formen.  Erste  Lieferung.  [480  S.]  1906.  Geh.  JC.  IG.—.  Zweite  (Schluß-)  Lieferung 
[S.  481— 768.]     1910.     Geh.  Ji9.—    H.  TeU.     [U.  d.  Pr.] 

'  II.     —        Geometriedes   Raumes.     I.Teil:    Die  Flächen   erster  und   zweiter   Ordnung   oder 

1  Klasse  und  der  lineare   Komplex.     Mit   vielen   Figuren.     [VIII   u.  650    S.]     1891.     Geh. 

J  Jl.  12.—     [11.  Teil  in  Vorbereitung.] 

'  .    !  .  ^  . 

JGraßmann,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Lniversität  Gießen,  projektive  Geometrie 
der  Ebene.     Unter  Benutzung  der  Punktrechnung  dargestellt.     In  2  Bänden. 

L  Band:  Binäres.     Mit  126  Figuren.     [XII  u.  3tiO  S.]     gr.  8.     1909.     Geh.  J^.  12.— ,  geb.  JiT.  13.— 
I  n.     —        [Cnter  der  Presse.] 

[Gregorius  a.  St.  Vineentio.]  Die  Kegelschnitte  des  Gregorius  a.  St.  Vin- 
centio  in  vergleichender  Bearbeitung.  Von  Dr.  K.  Bopp,  Privatdozent  an  der 
Universität  Heidelberg.    Mit  329 Figuren.    pHu.  228S.]    gr.  8.    1907.    Geh.  .«.10. — 

»GundelfiBger,  Geh.  Hofrat  Dr.  Siegmund,  vonn.  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Darmstadt,  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie 
der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  Geh.  Hofrat  Dr.  Friedr.  Dingeldey, 
Professor  ebendaselbst.  Mit  Figuren  und  einem  Anhange,  enthaltend  Aufgaben 
und  weitere  Ausführungen.     [VIII  u.  434  S.]     gr.  8.     1895.     Geh.  JL  12.— 

HefFter,  Dr.  L.,  Professor  an  der  Universität  Kiel,  und  Dr  C.  Koehler,  Professor 
an  der  Universität  Heidelberg,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 
In  2  Bänden. 

I.  Band.     Geometrie    in    den   Grundgebilden   erster   Stufe   und  in   der  Ebene.     Mit 
lo6  Figuren.     [XVI  u.  526  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand  geb.  Ji  14.— 
II.       —        Geometrie  im  Bündel  und  im  Räume.     [In  Vorbereitung.] 

jHesse,  Dr.  O.,  weil.  Professor   am  K^jl.  Polytechnikum  zu  München,   Vorlesungen 
aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und 
des  Kreises  in  der  Ebene.    4.  Auflage,  revidiert  und  ergänzt  von  Geh.  Hofrat 
1  Dr.  S.  Gundelfinger,  vorm.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darm- 

i  Stadt.     [VIII  u.  251  S.J     gr.  8.     1906.     In  Leinwand  geb.  JC&.~ 

'Klein,  Geheimer  Regierungsrat  Dr.  F.,  Professor  an  der  L^niversität  Göttingen,  auto- 
graphierte  V  orlesungshefte.     4.     Geh. 

Höhere  Geometrie.     Ausgearbeitet  von  Fr.  Schilling.     Unveränderter  Neudruck  1907. 
Heft  1    [VI  n.  566  S.]     (W.-S.  1892/93)   1    .„gammen  ^  15  - 
Heft  2    [IV  u.  388  S.]     (S.-S.  189:i)  /   ^"sammen  M.  lo. 

Anwendung   der   Differential-   und   Integralrechnung   auf  Geometrie,   eine  Revision  der  Prinzipien. 
Ausgearbeitet  von  Conrad  Müller.    (S.-S.  1901.)    Neuer  Abdruck  19U7.     [VlII  u.  484  S.]     Ji  10. — 

1 


) 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Knoblauch,  Dr.  J.,  Professor  an  der  Universität  Berlin,  Einleitung  in  die  all- 
gemeine Theorie  der  krummen  Flächen.  [\1U  u.  267  S.]  gr.  8.  1888. 
Geh  JC.  8  — 

—  Differentialgeometrie,     gr.  8.     Geb.     [Unter  der  Presse.] 

V.  liilienthal,  R.,  Professor  an  der  Universität  Münster  i.  W.,  Vorlesungen  über 
Differentialgeometrie.     In  2  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Band.     Kurven  th  eorie.     Itfit  26  Figuren.     [VI  n.  368  S]     1908.     Ji.  12.— 
TL.      —        [In  Vorbereitung.] 

—        Grundlagen  einer  Krümmungslehre  der  Kurveuscharen.     [VII  u. 

114  S.]     gr.  8.     18Ö6.     Geh.  M.  5.— 

Loria,  G.,  Professor  an  der  Universität  Genua,  spezielle  algebraische  und 
transzendente  ebene  Kurven  Theorie  und  Geschichte.  Autorisierte, 
nach  dem  ital. Manuskript  bearbeitete  deutsche  Ausgabe  von  Prof.  Fr.  Schütte, 
Oberlehrer  am  Stiftischen  Gymnasium  zu  Düren.    2.  Auflage.    In  2  Teilen,    gr.  ^. 

I.  Teil:    Die    algebraischen    Kurven.       Mit   142    Figuren    auf    14    lithographierten    Tafeln. 
[XVIII  u.  488  S.]     1910.     Geh.  M  10.50,  in  Leinwand  geb.  Ji  18  — 

II.  —     Die    transzendenten    und    die    abgeleiteten   Kurven.      Mit    80    Figuren    auf   6 

lithographierten  Tafeln.    [Vlil  u.  384  S.]    1911.    Geh.  Jl  12.50,  in  Leinwand  geb.  J(.  14.— 

Pascals  Repertorium  der  höheren  Mathematik.  Zweite,  völlig  umgearbeitete 
Auflage  der  deutscheu  Ausgabe.  Unter  Mitwirkung  zahlreicher  Mathematiker 
herausgegeben  von  P.  Epstein,  Professor  an  der  L  uiversität  Straßburg  i.  E., 
und  H.  E.  Timerding.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  Braunschweig. 
2  Bände  in  4  Teilen  mit  zahlreichen  Figuren,     gr.  8.     Geb. 

I.  Band:  Analysis.  L^nter  Mitwirkung  von  R.  Fricke,  Ph.  Furtwängler,  A.  Guldberg, 
H.  Hahn,  E.Jahnke,  H.  .Jung,  A.  Loewy,  E.  Pascal,  H.  E.  Timer  ding  hrsg.  von 
P.Epstein  I.Hälfte:  Algebra,  Differential-  und  Integralrechnung.  [XV  u. 
527  S.]     1910.     JL  10.—     [Die  II.  Hälfte  unter  der  Presse.] 

n.  —  Geometrie.  Unter  Mitwirkung  von  L.  Berzolari,  E.  Bonola,  E.  Ciani,  M.  Dehn, 
F.Dingeldey,  F.Enriques,  G.  Giraud,  G.Guareschi,  L.Heffter,  W.Jacobs- 
thal,  H.  Liebmann,  J.  Mollerup,  J.  Neuberg,  U.  Perazzo,  O.  Staude,  E. 
Steinitz,  H.  Wieleitner  und  K.  Zindler  herausgegeben  von  H.  E.  Timerdin  g. 
I.  Hälfte:  Grundlagen  und  ebene  Geometrie.  [XVI  und  534  S.]  1910.  M.  10. — 
[Die  II.  Hälfte  unter  der  Presse.] 

Klinge,  Dr.  C,  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  analytische  Geometrie 
der  Ebene.  Mit  75  Figuren  im  Text.  [IV  u.  lUS  S.]  gr.  8.  1908.  In  Lein- 
wand geb.  ^16.  6. — 

Staude,  O,,  Professor  an  der  Universität  Rostock,  die  Fokaleigenschaften 
der  Flächen  zweiter  Ordnung.  Ein  neues  Kapitel  zu  den  Lehrbüchern  der 
analytischen  Geometrie  des  Raumes.  Mit  Figuren.  [VJII  u.  186  S.]  gr.  8. 
1896.     Geh.  J(.  7.— 

—  Analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der 

Ebene.     Ein  Handbuch   zu   den  Vorlesungen    und    Übungen    über    analytische 
Geometrie.  Mit  387  Figuren.  [VIH  u  447  S.]  gr.  8.  1905.    In  Leinw.  geb.  „ä:  14.— 

Analytische  Geometrie  des    Punktepaares,   des  Kegelschnittes 

und  der  Fläche  zweiter  Ordnung.     In  2  Teilen,     gr.  8.    1910.     Geh.  u.  geb. 

I.  Band.     Mit  181  Figuren.     [X  u.  548  S.]     Geh.  Je   20.—,  geb.  J(  22.— 
II.      —        Mit  47  Figuren.     [IV  u.  S.  549—1000.]     Geh.  M.  16.—,  geb.  JC  18.— 

Thomae,  Dr.  J.,  Professor  an  der  Universität  Jena,  Grundriß  einer  analytischen 
Geometrie  der  Ebene.  Mit  8  Figuren  im  Text.  [X  u.  183  S.]  gr.  8.  1906. 
In  Leinwand  geb.  di.  3.60. 

"Vahlen,  Dr.  K.  Th.,  Professor  an  der  Universität  Greifswald,  abstrakte  Geometrie. 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Euklidischen  und  Nicliteuklidischen 
Geometrie.  Mit  zahlreichen  Figuren.  [XII  u.  302  S.]  gr.  8.  1905.  In  Lein- 
wand geb.  ,l(  12. — 
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VORWOET. 

Die  Theorie  der  konformen  Abbildung  ist  neuerdings  wieder  in 
Fluß  gekommen,  nachdem  sie  ziemlich  lange  keine  besonderen  Fort- 
schritte zu  verzeichnen  gehabt  hat.  Eine  zentrale  Stellung  nimmt  in 
ihr  das  Riemannsche  ProhJem  ein,  bei  dem  es  sich  um  die  Möglich- 
keit der  konformen  Abbildung  eines  gegebenen  einfach- zusammen- 
hängenden Bereiches  auf  eine  Kreisscheibe  handelt.  Dieses  schwierige 
Problem  ist  erst  vor  wenigen  Jahren  gleichzeitig  von  H.  Poincare 
und  P.  Koebe  gelöst  worden,  und  Untersuchungen  Koehes  sind  es  im 
wesentlichen,  die  wir  in  den  §§  2,  3,  4  wiedergeben.  Daran  schließt 
sich  eine  ausgedehnte  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Grenzpunkte 
der  abgebildeten  Bereiche,  §§  5,  6,  7,  8. 

Stellt  dieser  erste  Teil  an  die  Vorkenntnisse  des  Lesers  allerlei 
Anforderungen,  so  wird  im  zweiten,  §§  9 — 16,  nur  von  elementaren 
Hilfsmitteln  Gebrauch  gemacht.  Dieser  ziveite  Teil  lami  (abgesehen 
von  §  15)  oline  vorhergehendes  Studium  des  ersten  gelesen  werden.  Er 
handelt  von  der  konformen  Abbildung  einer  Kreisscheibe  auf  einen 
Tionvexeyi  Bereich.  Es  wird  die  Grenze  (IiundungsschranJie)  bestimmt, 
innerhalb  deren  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  {tv  =  a-{-b2-\----,h=\=0} 
eine  solche  Abbildung  vermittelt,  und  es  wird  ein  Ausdruck  angegeben, 
der  alle  solche  Abbildungen  liefert.  Es  handelt  sich  dabei  um  eine 
Verallgemeinerung  einer  bekannten,  von  Christoffel  und  H.  A.  Schuare 
herrührenden  Formel. 

Die  Darstellung  von  Koehes  Methoden  rührt  von  TU.  Blaschke 
her,  der  auch  die  Figuren  gezeichnet  hat.  Auch  einige  andere  Mathe- 
matiker haben  freundliche  Hilfe  geleistet.  Die  Herren  H.  BecJi,  C.  Cara- 
theodorij  und  E.Schmidt  haben  uns  durch  Kritik  unterstützt,  Caratheodory 
und  Koebe  haben  positive  Beiträge  geliefert.  Allen  diesen  freiwilligen 
Mitarbeitern  danken  wir  herzlich.  Namentlich  rührt  der  Gedanke,  einen 
Satz  von  Fatou  zu  benutzen,  von  Caratheodory  her,  der  dem  Verhalten 
der  Grenzpunkte  ebenfalls  eine  eingehende  Untersuchung  gewidmet  hat. 
Nur  so  konnte  eine  in  den  Beweisen  gebliebene  Lücke  ausgefüllt  wer- 
den.    Doch   haben   auch   mit  diesem  Hilfsmittel  nicht  alle  Schwierig- 


IV  Vorwort. 

keiten  beseitigt  werden  können.  Dalier  wird  in  §  8  von  einer  Hypo- 
these Gebraucli  gemacht.  Vielleicht  mag  neben  den  schönen  Arbeiten 
Charathe'odorys  auch  das  hier  (in  §  7  und  8)  Vorgetragene  dazu  bei- 
tragen, fernere  Untersuchungen  anzuregen.  Jedenfalls  darf  man  gegen- 
wärtig hoffen,  daß  die  roUständige  Erledigung  der  bis  vor  kurzem 
fast  unnahbaren  Probleme,  die  sich  auf  das  Verhalten  der  Grenzpunkte 
beziehen,  nicht  mehr  lange  auf  sich  warten  lassen  wird,  und  daß  es 
schließlich  auch  gelingen  wird,  eine  einigermaßen  einfache  Darstellungs- 
form für  diese  Dinge  zu  finden. 

Die  folgenden  mit  unserem  Gegenstande  zusammenhängenden  Ar- 
beiten sind  erst  während  des  Druckes  unseres  Heftes  erschienen  oder 
befinden  sich  noch  im  Druck  und  konnten  daher  nicht  mehr  benutzt 
werden : 

Plemelj:  Die  Grenzkreis-Uniformisierung  analytischer  Gebilde.  Monatsh. 
f.  Math.    Bd.  23  (1912). 

Caratheodory :  Über  die  gegenseitige  Beziehung  der  Ränder  bei  der 
konformen  Abbildung  des  Inneren  einer  Jordanschen  Kurve  auf 
einen  Kreis.    Math.  Ann.  Bd.  73  (1912). 

—  Über  die  Begrenzung  einfach-zusammenhängender  Gebiete.    Ebenda. 

—  Sur  la  representation  conforme  des  polygones  convexes.  Annales 
de  la  Societe  Scientifique  de  Bruxelles  (1912). 

Osgood:   Lehrbuch  der  Funktionentheorie  I,  2.  Auflage   (1912). 

Die  erste  Auflage  dieses  letzten  Werkes  wird  im  Texte  häufig 
zitiert.  Man  findet  auf  Seite  140  die  entsprechenden  Verweisungen 
auf  die  zweite  Auflage  nachoretrao-en. 

Der  Verlagshandlung,  deren  Geduld  auf  eine  ziemlich  harte  Probe 
gestellt  worden  ist,  sind  wir  zu  besonderem  Danke  verpflichtet. 

Bonn  und  Greifswald,  im  Dezember  1912. 

E.  STUDY,  AV.  BLASCHKE. 
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Einleitung. 

Durch  physikalische  Überlegungen  war  man  längst  zu  der  Ver- 
mutung gekommen,  daß  jeder  beliebige  etwa  auf  einer  Riemanuschen 
Kugelfläche  angenommene  „berandete"  und  einfach-zusammenhängende 
Bereich,  nämlich  jeder  zweidimensionale  schlichte  Bereich,  dessen 
innere  Punkte  umkehrbar- eindeutig  und  stetig  den  inneren  Punkten 
einer  Kreisfläche  zugeordnet  werden  können,  zugleich  auch  Jionform 
auf  eben  diese  Kreisfläche  abgebildet  werden  kann,  das  heißt  wiederum 
so,  daß  die  Abbildung  konform  ist  mindestens  für  die  inneren  Punkte 
der  beiden  Bereiche.^)  Aber  der  vereinten  Anstrengungen  vieler  Mathe- 
matiker hat  es  bedurft,  um  diesen  überaus  merkwürdigen  Lehrsatz 
sicher  zu  stellen,  und  auch  heute,  wo  der  Beweis  sehr  verbessert  wor- 
den ist,  kann  man  noch  nicht  behaupten,  daß  man  eine  klare  alle 
möglichen  Fälle  umfassende  Einsicht  in  die  Gesetze  hätte,  die  eine 
solche  Abbildung  und  insbesondere  die  durch  sie  bewirkte  Zuordnung 
der  Randpunkte  beider  Bereiche  beherrschen. 

Wir  beabsichtigen  nun,  zu  dieser  noch  in  der  Entwicklung  be- 
griffenen Theorie  einen  Beitrag  zu  liefern.  Dabei  können  wir  freilich 
nicht  gut  mit  den  Anfangsgründen  beginnen,  sondern  werden  annehmen 
müssen,  daß  der  Leser  sich  mit  einem  Teile  der  vorhandenen  Literatur 
bekannt  gemacht  hat.  Damit  wollen  wir  aber  nicht  die  unbillige  Zu- 
mutung stellen,  daß  der  Leser  sich  die  nötigen  Hilfsmittel  brocken- 
weise aus  Zeitschriften  zusammensuche  und  für  den  Gebrauch  zurecht- 
mache. Wir  wollen  im  wesentlichen  nur  den  Inhalt  eines  Werkes  als 
bekannt  voraussetzen;  wiewobl  weitere  Studien  natürlich  niemand 
schaden  werden  und  die  Anregung  dazu  ja  auch  im  Plane  dieser  Vor- 
lesungen liegt.  Wer  also  beim  Studium  des  Folgenden  Schwierig- 
keiten findet,  der  möge  sich  zunächst  mit  dem  Lehrbuch  der  Funk- 
tionentheorie von  W.  I .  Osgood  und  namentlich  mit  dem  Inhalt  des 
letzten  Kapitels  in  diesem  Werke  vertraut  machen.^) 


1)  Zuerst  wohl   ausgesprochen  von  B.  Riemann  in  seiner  Inauguraldisser- 
tation vom  Jahre  1851.     (Ges.  Werke,  2.  Auflage,  S.  40.) 

2)  Erster  Band,   Leipzig  1907,  Kap.  13:    Das  logarithmische  Potential.  — 
Dieses  Buch  wird  weiterhin  einfach  mit  dem  Namen  des  Verfassers  zitiert. 


4  II.  Einleitung.     §  1.    BegrifiF  des  Bereichs. 

Was  vorgetragen  werden  soll,  bezieht  sich  besonders  auf  die 
Theorie  der  konformen  Abbildung  sogenannter  konvexer  Bereiche. 
Wie  kann  man  einen  gegebenen  konvexen  Bereich  in  allgemeinster 
Weise  konform  auf  eine  Kreisfläche  abbilden?  Dieses  spezielle  Pro- 
blem hat  bekanntlich  für  die  Theorie  der  konformen  Abbildung  über- 
haupt die  größte  Bedeutung  gewonnen.  In  anderer  Form,  als  so- 
genannte Randwertaufgabe,  haben  vor  nun  bald  vierzig  Jahren 
H.  A.  Schivarz  und  C.  Neumann  seine  Lösung  bewirkt,  allerdings  noch 
Tinter  gewissen  Einschränkungen.^)  Hier  soll  der  Gegenstand  von  einer 
andern,  und  zwar  von  einer  gerade  entgegengesetzten  Seite  betrachtet 
werden:  Wir  icerden  unter  anderem  die  Gesayntheit  aller  konformen 
Ähhildungen  bestimmen,  die  einer  gegebenen  Kreisfläche  konvexe  Bereiche 
zuordnen. 

Vorausgeschickt  wird  ein  Beifrag  zur  allgemeinen  Theorie  der  kon- 
formen Abbildung.  Wir  versuchen  insbesondere,  den  Leser  mit  ge- 
wissen neueren  Überlegungen  bekannt  zu  machen,  ihm  die  Schwierig- 
keiten des  Stoffs  deutlich  vor  Augen  zu  stellen,  und  so  Einschränkungen 
zu  motivieren,  die  sonst  wohl  nicht  recht  verständlich  sein  würden. 

§  1. 
Begriff  des  einfach-zusammenhängenden  Bereichs. 

In  unserer  Einleitung,  wo  es  sich  nur  um  eine  Orientierung 
handelte,  haben  wir  den  Ausdruck  „berandeter  einfach  -  zusammen- 
hängender Bereich"  gebraucht,  ganz  so  als  ob  es  selbstverständlich 
wäre  oder  als  bekannt  gelten  könnte,  welcher  Begriff  mit  diesen 
Worten  zu  verbinden  ist.  Man  wird  zunächst  an  ein  Stück  einer 
Ebene  denken,  das  durch  eine  „Kurve"  begrenzt  ist.  Was  aber  unter 
einer  Kurve  zu  verstehen  sei,  darüber  haben  sich  die  Mathematiker 
noch  niemals  einigen  können.  Es  muß  daher  jedesmal  gesagt  werden, 
welcher  Begriff  mit  dem  Worte  Kurve  verbunden  werden  soll. 

Wir  erklären  zunächst  einen  zweidimensionalen  Bereich,  der  nach 
Art  einer  Riemauuschen  Fläche  über  der  Fläche  einer  Riemannschen 
Kugel  ausgebreitet  ist  und  beliebig  viele,  auch  unendlich  viele  Ver- 
zweigungspunkte und  Blätter  haben  darf,^) 


1)  Wir  verweisen  nur  auf  systematische  Darstellungen:  C.  Neumann,  Unter- 
suchungen über  das  logarithmische  und  Newtonsche  Potential  (Leipzig  1877); 
A.  Harnach,  Grundlagen  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials,  Leipzig 
1887;  Picard,  Traite  d'analyse,  2'^«  ed.,  t.  II,  Paris  1905  (pp.  36,  81,  89,  96,  297  etc.). 
Im  letzten  Werke  kann  man  sich  am  bequemsten  über  die  Grundgedanken  der 
Schioarz%c\iQn  und  der  Neumannschen  Theorie  unterrichten.  Neuerdings  ist  noch 
die  Methode  der  Integralgleichungen  hinzugekommen.  Siehe  etwa  P.  Hörn,  Ein- 
führung in  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  Leipzig  1910,  S.  278  fiF. 

2)  In  dem  Lehrbuch,  auf  das  wir  uns  stützen,  werden  neben  Riemann- 
schen Flächen,  die  aus  bestimmten  Funktionen  abgeleitet  sind,  in  der  Regel  nur 
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Der  Begriif  eines  solchen  Bereiches  fällt  unter  den  viel  um- 
fassenderen Begriff  der  Punktmenge.  Unsere  Erklärung  wird  nicht 
eine  Erzeugungsweise  aller  nur  denkbaren  Bereiche  enthalten.  Wir 
werden  nur  angeben,  wodurch  die  als  Bereiche  zu  bezeichnenden 
Punktmengen  sich  von  solchen  Punktmengen  unterscheiden,  die  nicht 
Bereiche  sind. 

1.  Wir  denken  uns  zunächst  eine  die  einfache  Kugelfläche  oder 
ein  Stück  davon  überlagernde  Punktmenge  in  der  Weise  gegeben,  daß 
jeder  Punkt  der  Kugelfläche  nullmal,  oder  einmal,  oder  überhaupt 
eine  endliche  Zahl  von  Malen,  oder  schließlich  auch  unendlich  oft 
gesetzt  wird.  Die  einzelnen  einen  bestimmten  Punkt  der  Kugelfläche 
überlagernden  Punkte  mögen,  wenn  ihrer  mehrere  sind,  durch  Marken 
1,  2,  .  .  .  w,  oder  im  letzten  Falle  durch  Marken  1,  2,  .  .  .  n,  .  .  .  in  inf. 
gegeben  sein:  Sie  sollen  also,  bei  unendlich -vielfacher  Überlagerung, 
eine  abzählbare  Menge  bilden. 

Beispiele  (sehr  spezieller  Art)  für  solche  Überlagerungsmengen 
liefern  Riemannsche  Flächen,  wie  etwa  die  für  Ytv  und  Igw.  In 
solchen  Fällen  pflegt  man  die  Zuordnung  der  Marken  zu  den  einzelnen 
Punkten  der  mehrfach  bedeckten  Kugelfläche  nicht  willkürlich  zu 
lassen,  sondern  einer  möglichst  einfachen  Gesetzmäßigkeit  zu  unter- 
werfen. Dazu  dienen  die  Verzweigungsschnitte.  Im  Falle  von  Yw 
etwa  handelt  es  sich  um  die  Marken  1,  2  (unteres,  oberes  Blatt),  für 
w  =^  0,  =t=  C50.  Durch  den  hier  von  w  =  0  nach  iv  =  oo  laufenden 
Verzweigungsschnitt  wird  die  Zuordnung  der  Marken  für  alle  dem 
Schnitt  nicht  angehörenden  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  be- 
stimmt, sobald  sie  für  einen  solchen  Punkt  festgesetzt  ist,  und  ebenso 
für  die  von  tv  =  0  und  w  =  oo  verschiedenen  Punkte  auf  dem  Schnitt 
selbst,  sobald  sie  für  einen  von  ihnen  —  ebenfalls  nach  Belieben  — 
festcresetzt   ist.     Hat   man   dann   einen   auf  der   Riemannschen   Fläche 

O 

verlaufenden,  etwa  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Kreisbogen  zusammen- 
gesetzten Weg,  der  die  Stellen  iv  =  0  und  w  =  oo  vermeidet,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  dieses  Weges  eine  bestimmte  Marke  1  oder  2, 
er  liegt  im  unteren  oder  im  oberen  Blatt.  Besteht  der  Verzweigungs- 
schnitt, wie  wir  annehmen  wollen,  aus  einem  doppelt  überdeckten 
Kreisbogen,  so  zerfällt  der  crenannte  Weg  in  eine  endliche  Zahl  von 
Stücken,  in  deren  jedem  nur  eine  der  beiden  Marinen  1,  2  vorlommt. 
Dort  wo  die  einzelnen  Stücke  aneinanderstoßen,  wird  der  Verzweigungs- 
schnitt überschritten. 


solche  Bereiche  betrachtet,  die  die  Kugelfläche  nirgends  mehrfach  überdecken  — 
sogenannte  schlichte  Bereiche.  Die  daraus  hervorgehenden  Unterschiede  unserer 
Behauptungen  von  solchen  bei  Osgood  —  insbesondere  in  der  Fassung  des 
Fundamentalsatzes,  a.  a.  0.  S.  615  —  sind  wohl  zu  beachten. 
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In  älinlicher  Weise  wie  in  diesem  einfachsten  Beispiel  kann  man 
immer  verfahren,  wenn  die  Riemannsche  Fläche  einer  bestimmten 
Funktion  vorliegt.  Wir  aber  wollen  bei  Erklärung  des  Begriffs  Be- 
reich uns  gerade  vom  Funktionsbegriff'  unabhängig  machen.  Dann 
müssen  wir  also,  was  bei  der  Riemannschen  Fläche  im  voraus  ge- 
geben war,  erst  postulieren;  wir  müssen  versuchen,  den  oben  erklärten 
Begriff  einer  tJberlagerungsmenge  derart  einzuschränken,  daß  diese 
Menge  einen  „stetigen^'  Zusammenhang  erhält,  wie  wnr  ihn  an  der 
Menge  aller  Punkte  einer  Riemannschen  Fläche  wahrnehmen.  Damit 
fällt,  zunächst  wenigstens,  auch  die  Möglichkeit  einer  Verwertung  des 
Begriffs  Verzweigungsschnitt  hinweg,  der  den  stetigen  Zusammenhang 
schon  voraussetzt;  ebenso  fehlt  noch  jede  Regel,  die  eine  Zuordnung 
zwischen  den  Marken  1,2,...  an  einer  Stelle  der  schlichten  Kugel- 
fläche und  den  Marken  1,  2,  ,  .  .  au  einer  andern  bewirken  könnte. 

Glücklicherweise  ist  nun  für  die  Möglichkeit  geeigneter  Einschrän- 
kungen  des  vorhin  erklärten  Punktmengenbegriffs  die  Kenntnis  einer 
solchen  Regel  gar  nicht  nötig.  Es  wird  das  verständlich,  wenn  man 
bemerkt,  daß  schon  in  dem  augeführten  Beispiel  YTc  die  beschriebene 
Regel  durch  mannigfache  andere  ersetzt  werden  kann,  ohne  daß  an 
der  betrachteten  Punktmenge,  der  Riemannschen  Fläche  von  Yw  irgend 
etwas  geändert  würde.  Wir  erinnern  an  die  Willkür  in  der  Wahl  des 
Verzweigungsschuittes.  Es  würde  aber  auch  nichts  im  Wege  stehen, 
einem  Punkte,  der  nach  obiger  Regel  zur  Marke  1  gehört,  an  deren 
Stelle  die  Marke  2  zuzuordnen.  Der  dadurch  nicht  aufgehobene  stetige 
Zusammenhang  der  Riemannschen  Fläche  würde  dann  nur  mit  andern 
(und  minder  einfachen)  Worten  beschrieben  werden.  Der  Zusammen- 
hang der  Riemannschen  Fläche  muß  sich  also  unabhängig  davon  be- 
schreiben lassen,  wie  an  irgend  einer  z.  B.  w-fach  bedeckten  Stelle  der 
schlichten  Kugelfläche  die  Marken  1  .  .  .  n  auf  die  n  dort  überlagerten 
Punkte  der  Riemannschen  Fläche  verteilt  werden. 

Dies  oder  das  in  unserm  Falle  Entsprechende  versuchen  wir  nun- 
mehr auszuführen,  soweit  es  hier  als  erforderlich  erscheint.  Dabei 
bedienen  wir  uns  einer  speziellen  Art  von  Punktmengen,  die  aus  der 
Analysis  bekannt  ist. 

2.  Wir  betrachten  jetzt  eine  der  unter  1.  erJdärten  Mengen  unter 
der  Annahme,  daß  sie  nur  hineile  Punhte  enthält.  [Erste  Ein- 
schränkung.] 

Die  charakteristische  Eigenschaft  dieser  inneren  Punkte  besteht 
in  folgender  über  sie,  nicht  aber  über  andere  Punkte  zu  machenden 
Aussage: 

„Um  einen  inneren  Punkt  lierum  läßt  sich  eine  zusammen- 
hängende ein-  oder  mehrblättrige  aber  aus  endlich  vielen  Blättern  be- 
stehende  Kreisscheibe   abgrenzen,    ein  Flächenstück   nämlich,    das   ein 
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kreisförmiges  Stück  der  ursprünglichen  Kugelflüche  einmal  oder  auch 
mehrmals  überdeckt,  das  sich  im  zweiten  Falle  selbst  durchsetzt  und 
für  das  der  Punkt  dann  Windungspimld  (von  notwendig  endlicher  Ord- 
nung) ist.  Jeder  Punkt  im  Inneren  dieser  Kreisscheibe  gehört  der 
betrachteten  Menge  an/'  ^) 

Es  folgt  hieraus,  daß  jeder  Punkt  im  Inneren  der  ein-  oder  mehr- 
mals bedeckten  Kreisscheibe  wiederum  ein  innerer  Punkt  der  Menge 
ist,  und  zwar  jeder  vom  Mittelpunkt  der  Kreisscheibe  verschiedene 
Punkt  ein  solcher,  der  zu  einer  einfachen  (schlichten  i  Kreisscheibe 
gehört.  Ferner  folgt,  daß  man  den  (sphärischen)  Radius  der  Kreis- 
scheibe beliebig  verkleinern  kann,  ohne  daß  die  Punkte  in  ihrem 
Inneren  aufhörten,  innere  Punkte  der  Menge  zu  sein.  Es  gehören 
also  zu  jedem  inneren  Punkt  der  Menge  unendlich  viele  Kreisscheiben 
der  beschriebenen  Art.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  im  Inneren  von 
irgendeiner  dieser  Kreisscheiben  wird  eine  Umgebung  des  inneren 
Punktes  genannt. 

Zu  der  Einschränkung,  der  wir  die  in  Betracht  zu  ziehenden  Mengen 
soeben  unterworfen  haben,  gehört  als  notwendige  Ergänzung  eine  zweite, 
die  wir  so  ausdrücken  können:  Zu  jedem  Piiuli  der  3Ienge  soll  „im 
uesentUchen"  nur  eine  Umgehung  gehören.  [Zweite  Einschränkung.] 
Das  heißt,  wenn  man  zwei  verschiedene  Umgebungen  desselben  (nach 
Voraussetzung  inneren)  Punktes  der  Menge  hat,  so  sollen  diese  Um- 
gebungen immer  in  der  beschriebenen  Beziehung  der  Über-  oder  Unter- 
ordnung stehen:  Die  eine  Umgebung  ist  ein  Ausschnitt  aus  der  an- 
deren und  wird  bestimmt  durch  einen  Kreis  mit  kleinerem  Radius. 
Danach  gehört  zum  Beispiel  eine  zweifach  überdeckte  Kugelfläche, 
deren  beide  Blätter  nur  an  einer  Stelle  zusammenhängen  (wobei  also 
mit  einer  einzigen  Ausnahme  jeder  Punkt  der  schlichten  Kugelfläche 
doppelt  überdeckt  wird),  nicht  zu  den  zugelassenen  Punktmengen. 

3.  Wir  denken  uns  jetzt  zu  jedem  Punkt  der  Menge  eine  Um- 
gebung gefunden  und  betrachten  irgend  zwei  dieser  Punkte  mit 
ihren  Umgebungen.  Dann  kann  es  sein,  daß  ein  dritter  Punkt  der 
Menge  derart  gefunden  werden  kann,  daß  seine  nötigenfalls  passend 
verengerte  Umgebung  ganz  in  den  Umgebungen  der  beiden  ersten 
Punkte  enthalten  ist.  Wir  ivoUen  dann  sagen,  daß  die  Umgebungen 
jener  beiden  Punkte  zusammenhängen.  Man  erkennt,  daß  die  Um- 
gebung des  dritten  Punktes  in  diesem  Falle  immer  eine  schlichte  Kreis- 
fläche ist,  daß  der  dritte  Punkt  nicht  Windungspunkt  für  seine  Um- 
gebungf  sein  kann. 


1)  Ein  Beispiel  für  eine  solche  Kreisscheibe  liefert  die  Riemannsche  Fläche 
der  Funktion  "j/w  (n  ^  1,  2, .  . .),  wenn  man  w  auf  ein  kreisförmiges  Gebiet  ic  <^S 
beschränkt.  Ersetzt  man  aber  \/w  durch  Igw,  so  erhält  man  nicht  mehr  eine  der 
im  Texte  beschriebenen  Kreisscheiben. 
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Wir  verlangen  nun  weiter,  daß  zwischen  je  zwei  Punkte  der  he- 
irachteten  Menge  eine  endliche  Zahl  von  PunJden  der  Menge  eingeschaltet 
werden  kann,  die  derart  in  eine  bestimmte  lieihen folge  gesetzt  sind,  daß 
eine  Umgehung  eines  jeden  mit  Umgehungen  der  heiden  henachharten  zu- 
sammenhängt.   [Dritte  Einschränkung.] 

Die  gegebenen  Erklärungen  lassen  sich  kurz  so  zusammenfassen: 

Die  Punkte  irgendeiner  der  zu  betrachtenden  Mengen  bilden  ein 
KontinHum,  das  flächenhaft  ausgebreitet  ist  und  die  schlichte  Kugel  ganz 
oder  zum  Teil  ein-  oder  meJtrmals  überdeckt,  das  Windimgspunkte  end- 
licher Ordnung,  nicht  aber  solche  von  imendlicher  Ordnung  enthalten 
kann,  und  das  ganz  aus  inneren  Punkten  besteht. 

Eine  derartige  Punktmenge  nennen  wir  einen  Bereich. 

Denken  wir  uns  zwischen  zweien  unserer  Punkte  eine  Reihe  von 
anderen  eingeschaltet,  derart,  daß  die  geeignet  umgrenzte  Umgebung 
eines  jeden  mit  den  Umgebungen  der  benachbarten  Punkte  zusammen- 
hängt. Dann  läßt  sich  durch  jeden  dieser  Punkte  ein  einfacher 
Kurvenzug ^)  legen,  der  ganz  in  der  (ein-  oder  mehrblättrigen)  Um- 
gebung des  Punktes  verläuft  und  mit  dem  entsprechenden  zu  einem 
Nachbarpunkt  gehörigen  Kurvenzug  (nur)  im  Endpunkte  zusammen- 
hängt. Alle  diese  Kurvenzüge  bilden  dann,  aneinandergelegt,  einen 
neuen  einfachen  Kurvenzug,  der  die  beiden  gegebenen  Punkte  ver- 
bindet und  von  dem  wir  sagen  können,  daß  er  ganz  im  Bereich  ver- 
läuft.'^) Insbesondere  kann  man  die  zu  den  einzelnen  Punkten  ge- 
hörigen, in  je  einer  Umgebung  verlaufenden  Kurvenstücke  auch  als 
Kreisbogen  wählen.  Es  ergibt  sich  also,  daß  je  zwei  Punkte  des  Be- 
reiches auch  durch  Kreisbogenpolygone  von  endlicher  Seitenzahl  ver- 
bunden werden  können,  die  ganz  im  Bereich  selbst  verlaufen;  und 
damit  ist  zugleich  gezeigt,  daß  es  einfache  Kurvenzüge  von  endlicher 
Bogenlänge  ^)  gibt,  die  im  Bereich  verlaufen  und  zwei  beliebig  vor- 
geschriebene seiner  Punkte  verbinden. 


1)  Unter  einem  einfachen  Kurvenzug  oder  auch  einer  einfache)i  Kurve  ver- 
stehen wir  eine  Menge  von  Punkten,  die  umkehrbar -eindeutig  und  stetig  ab- 
gebildet vrerden  kann  auf  eine  gerade  Strecke  von  der  Länge  Eins,  oder  auf 
die  dieser  Strecke  in  bekannter  Weise  zugeordnete  Zahlenmenge  —  umkehrbar- 
eindeutig und  stetig  mit  Einschluß  der  Endpunkte. 

2)  Man  beachte,  daß  die  „Projektion"  dieses  Kurvenzugs  auf  die  schlichte 
Kugelfläche  mehrfache  Punkte  haben  kann. 

3)  Man  denke  sich  zunächst  in  der  Ebene  ein  stetiges  Kurvenstück  durch 
zw^ei  stetige  Funktionen  x{t),  y{t)  {0<<<1}  erklärt  und  in  bekannter  Weise 
auf  eine  Einheitsstrecke  abgebildet.  Teilt  man  dann  diese  letzte  wie  üblich  in 
Strecken  z/^,  so  kann  man  diesen  geradlinige  Strecken  von  positiven  Längen 
y {^ x)^ -\- { d yY  zuordnen,  die  ein  der  Kurve  eingeschriebenes  Polygon  bilden. 
Für  die  Existenz  einer  endlichen  Bogenlänge  des  Kurvenstücks,  nämlich  eines  von 
der  Intervallteilung  unabhängigen  Grenzwertes  aller  Summen  'y]']/{ÄxY-\-  (^vY, 
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Beispiele  von  Bereichen:  Die  schlichte  Kugelfläche  (die  voll- 
ständige einfach  bedeckte  Kugelfläche).  —  Die  schlichte  pioiMierte 
Kugelfläche,  d.  i.  die  schlichte  Kugelfläche  mit  Ausschluß  eines  ein- 
zelnen Punktes.  Durch  geeignete  stereographische  Projektion  erhält 
man  in  diesem  Falle  die  Gesamtheit  der  eigentlichen  Punkte  der  Gauß- 
schen  Ebene.  —  Die  Gesamtheit  aller  Funläe  im  Inneren  einer 
(schlichten)  Kreisfläche.  —  Die  Riemannsche  Fläche  der  Funktion  Igw 
nach  Ausschluß  der  beiden  Stellen  iv  =  0  und  w  =  oo.  —  Ein  Stück 
derselben  Fläche,  das  durch  die  Ungleichheiten  0  <  |  m;  |  <  d  charak- 
terisiert wird.  —  Dasselbe  Flächenstück,  nach  Ausschluß  einer  end- 
lichen Zahl  seiner  Punkte.  —  Die  schlichte  Kugelfläche  nach  Aus- 
schluß der  den  Werten  iv  =  0,  1,  2,  .  .  .  und  w  =  oo  entsprechenden 
Punkte.  —  Die  Riemannschen  Flächen  der  Funktionen  Vtv ,  yi  —  w*'^ 
überhaupt  algebraischer  Funktionen.^) 

4.  Wir  erklären  jetzt,  welche  besonderen  Bereiche  einfach- zu- 
sammenhängend heißen  sollen. 

Wir  lassen  von  einem  Punkte  des  Bereichs  eine  Kurve  von  end- 
licher Bogenlänge  ausgehen,  die,  ohne  irgend  einen  Punkt  zweimal  zu 
enthalten^),  ganz  im  Bereich  verläuft  und  im  selben  Punkte  endigt. 
Die  Umgebungen  zu  je  zwei  Punkten  dieser  Kurve  sollen  in  der  zuvor 
(S.  7,  3)  beschriebenen  Art  zusammenhängen.  Dann  liegen  zwei  Mög- 
lichkeiten vor:  Die  Kurve  kann  entweder  immer  auf  den  Ausgangs- 
punkt zusammengezogen  werden  fohne  daß  man  aus  dem  Bereich  her- 
auszutreten  brauchte),   so    daß  in  der  Grenze  ihre   Bogenlänge  gleich 


ist  dann  bekanntlich  notwendig  und  hinreichend,  daß  diese,  also  die  Bogen- 
längen jener  Polygone,  alle  unterhalb  einer  endlichen  Schranke  liegen.  Ent- 
sprechendes gilt  im  Räume  und  insbesondere  für  Kurven   auf  einer  Kugelfläche. 

1)  Für  schlichte  Bereiche  —  solche,  die  die  Kugelfläche  nirgends  mehrfach 
überdecken  —  ist  der  Satz  bewiesen  worden,  daß  ihr  Begriff  sich  deckt  mit 
dem  in  der  Funktionentheorie  übhchen  Begriff  Stetigkeitsbereich  einer  eindeutigen 
analytischen  Funktion.  Vgl.  Literaturangaben  bei  Huruitz.  Verhandlungen  des 
ersten  internationalen  Mathematikerkongresses  in  Zürich  (Leipzig  1808;  S.  94. 

Zweckmäßig  ist  es  vielleicht,  in  diesen  Formulierungen  auch  Pole  der  zu 
betrachtenden  Funktionen  zuzulassen.  An  Stelle  des  Begriffs  Stetigkeitsbereich 
würde  dann  ein  anderer  „Existenzbereich'''-  treten,  der  alle  Stellen  umfaßt,  wo 
sich  eine  analytische  Funktion  wie  eine  algebraische  Funktion  verhält. 

Übrigens  ist  der  Terminus  Stetigkeitsbereich  wohl  auch  nicht  ganz  einwand- 
frei, da  eine  analytische  Funktion  mit  natürlicher  Grenze  dort  nicht  unstetig  zu 
werden  braucht. 

P.  Koehe  hat  in  seinen  Arbeiten  zur  Uniformisierungstheorie  den  allgemeinen 
Beweis  erbracht,  daß  man  zu  jedem  beliebigen  Bereich  Funktionen  bestimmen 
kann,  die  in  ihm  eindeutig  sind  und  ihn  zum  Existenzbereich  haben.  Man  vgl. 
etwa  Compt.  Rendus   1009,  1.  Juin. 

2)  Scheinbare  Doppelpunkte,  d.  h.  Doppelpunkt«  der  Projektion  der  Kurve 
auf  die  einfach  überdeckte  Kugelfläche,  dürfen  natürlich  nicht  auegeschlosßen 
werden.     Tgl.  die  Anmerkung  2  auf  der  vorigen  Seite. 


10  II,  §  2.    Lehrsätze  I  und  II  (Fundamentalsatz), 

Null  wird,  oder  zweitens:  es  ist  das  nicht  immer  möglicli.  [Vierte 
Einscliränlmng :]  Die  Bereiche  der  ersten  Art  iverden  hier  allein  hetrachtet. 
Sie   heißen    einfach- uusainnienhängend. 

Beispiele  sind:  Wiederum  die  schlichte  (einfach  überdeckte) 
Kugelfläche.  Die  schlichte  punktierte  Kugelfläche  (siehe  S.  9).  Das 
Innere  einer  Kreisfläche.  Die  Riemannsche  Fläche  der  Funktion  Yw. 
Ebenso  die  der  Funktion  lg  w,  nach  Ausschluß  der  Punkte  w  =  0, 
w  =  oo.  Jedes  der  beiden  Stücke,  in  die  diese  Fläche  durch  einen 
Querschnitt  zwischen  den  beiden  Windungspunkten  zerlegt  wird,  d.  h. 
die  Gesamtheit  der  Punkte  im  Inneren  eines  der  beiden  Stücke. 
Nochmals  dieselbe  Fläche,  aus  der  aber  nunmehr  eine  unendlich  oft 
überdeckte  Kreisscheibe  um  den  Punkt  iv  =  0  herum  herausgeschnitten 
worden  ist. 

Beispiele  nicht  einfach- zusammenhängender  Bereiche 
sind:  Die  Ringfläche  zwischen  zwei  konzentrischen  Kreisen.  Die 
schlichte  Kugelfläche  nach  Ausschluß  von  zwei  oder  mehreren  ver- 
schiedenen Punkten.  Die  Riemannsche  Fläche  von  lg  n-  nach  Aus- 
schluß der  Stellen  tv  =  0,  ic  =  oo  und  eines  inneren  Punktes.  Die 
Kiemannsche  Fläche  der  Funktion  ]/l  —  iv^. 


§2. 
Die  drei  Typeu  eiufacli-zusaminenhiiugender  Bereiche. 

Nach  dem  Vorgetragenen  sind  die  einfach -zusammenhängenden 
Bereiche  immer  noch  sehr  mannigfaltige  Gebilde.  Es  lassen  sich  aber 
gleichwohl  Aussagen  machen,  die  sich  auf  die  Gesamtheit  dieser  Be- 
reiche beziehen.  Diese  stellen  wir  jetzt,  vorläufig  als  Jdoße  Vermutungen, 
übersichtlich  zusammen. 

I.  Jeder  einfach  -  zusammenhängende  Bereich  läßt  sich  umlcehrhar- 
eindeutig  und  durchiveg  stetig  ahhilden  entweder  auf  die  ganze  schlichte 
Kugelfläche  oder  auf  die  punktierte  Kugelfläche  (auf  die  nicht  ab- 
geschlossene Gaußsche  Ebene). 

II.  Fiindamentalsat^.  Jeder  einfach-zusammenhängende  Bereich 
läßt  sich  umkehrbar-eindeutig,  durchiveg  stetig  und  (im  weiteren  Sinne) 
konform  abbilden  entweder 

(A)  auf  die  ganze  schlichte  Kugelfläche,  oder 

(B)  auf  die  schlichte  punktierte  Kigcl fläche  (die  nicht  abgeschlossene 
Gaußsche  Ebene)  oder  endlich 

(C)  auf  das  Innere  einer  scJdichten  KreisfläcJie. 
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Im  Falle  (A)  spricht  man  yon  einem  geschlossenen  Bereich;  die 
Fälle  (B)  und  (C)  dürfen  wohl  entsprechend  als  offene  Bereiche  be- 
zeichnet werden.^) 

Man  erkennt,  daß  der  Satz  I,  der  der  Analysis  Situs  angehört, 
eine  unmittelbare  Folge  von  II  ist:  Bei  Forderung  bloß  stetiger  Ab- 
bildung brauchen,  wie  der  Leser  sich  selbst  klar  machen  möge,  die 
Fälle  (Bj  und  (Cj  nicht  auseinandergehalten  zu  werden,  während  (A) 
natürlich  von  ihnen  verschieden  bleibt.  Ferner  leuchtet  ein,  daß  die 
Fälle  (B)  und  (C)  nicht  durch  lonforme  Abbildung  aufeinander  zurück- 
geführt werden  können.  Wäre  es  nämlich  möglich,  zwischen  den 
eigentlichen  Punkten  der  Ebene  ir  und  den  Punkten  im  Kreisinneren 
1  ^  <  1  eine  durchweg  konforme  Abbildung  herzustellen,  so  müßte  2 
oder  i  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  tv  werden,  und  man 
würde  in  Widerspruch  mit  einem  bekannten  Lehrsatz  geraten.^)  — 
Der  gebrauchte  Ausdruck  „im  iveiteren  Sinne  konforme  Abbildung" 
bezieht  sich  natürlich  nur  auf  den  Fall  von  Windungspunkten  und, 
bei  Gebrauch  der  (raw^schen  Ebene  an  SteUe  der  Kugel,  auf  das 
Verhalten  der  Abbildung  in  der  Umgebung  der  SteUe  oo.  Es  werden 
für  die  Abbildungsfunktion  iv{z)  nur  solche  Singularitäten  zugelassen, 
wie  sie  bei  algebraischen  Funktionen  vorkommen.  Die  durch  iv  =  z"' 
vermittelte  Abbildung  heißt  konform  im  weiteren  Sinne  an  der  Stelle 
s  =  0,  wenn  m  eine  positive  oder  negative  rationale  Zahl  ist. 

Die  durch  iv  =  z\^z  vermittelte  Abbildung  erkennt  man  als 
winkeltreu  auch  noch  in  der  Umgebung  der  Stelle  z  =  0.  Da  wir 
aber  nur  Windungspunkte  endlicher  Ordnung  als  Punkte  von  Bereichen 
zugelassen  haben,  kommen  solche  Abbildungen  für  uns  nicht  in  Betracht. 

Ferner  ist  ersichtlich,  wie  der  Satz  II  mit  gewissen  Gegenständen 
der  Funktionen theorie  zusammenhängt.  Kann  die  konforme  Abbildung 
der  erklärten  Bereiche  auf  die  unter  (A),  (B),  (C)  genannten  speziellen 
Bereiche  überhaupt  bewirkt  werden,  so  kann  sie  immer  auf  zwei 
wesentlich  verschiedene  Arten  bewirkt  werden,  nämlich  unter  Erhaltung 
oder  mit  Umlegung  der  Winkel.  Bei  der  ersten  dieser  Annahmen 
erfolgt  die  Abbildung  durch  eine  Formel  des  Typus  w  =  f(z),  wo 
f{z)  eine  nicht  konstante  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  z 
bedeutet,   deren  Werte   im   FaUe   (A)    gar   nicht   beschränkt   sind,   im 


1)  Das  Charakteristische  eines  geschlossenen  (hier  einfach  -  zusammen- 
hängenden) Bereiches  besteht  darin,  daß  jede  in  ihm  enthaltene  unendliche 
Punktmenge  mindestens  eine  (im  Bereiche  enthaltene)  Häufungsstelle  hat.  Die 
„geschlossenen"  Bereiche  sind  also  identisch  mit  solchen  abgeschlossenen  Punkt- 
mengen, die  überhaupt  unter  unsere  Definition  des  Begriffs  Bereich  fallen. 

Ein  nicht  geschlossener  Bereich  kann  unter  Umständen  zu  einer  abge- 
schlossenen Punktmenge  erweitert  werden,  die  dann  aber  nicht  notwendig  ein 
Bereich  ist  in  unserem  Sinne  des  Wortes.    Vgl.  §  5. 

2)  Satz  von  Liouville,  Osgood,  S.  255. 
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Falle  (B)  die  Stelle  ^=00  auslassen  und  im  Falle  (C)  der  Beschränkung 
auf  das  Innere  eines  Kreises  unterliegen,  also  etwa  der  Beschränkung 
i  ;2(  I  <  1,  Der  betrachtete  Bereich  erscheint  dann  als  Riemaunsche  Fläche 
für  die  Umkehrungsfunktion,  z=F{iv),  oder,  im  Falle  iC),  unter  Um- 
ständen als  ein  Teil  dieser  Fläche:  Als  Teil  nämlich  dann,  wenn  die 
für  1^1  <1  erklärte  Funktion  iv  =  f{z)  über  das  Gebiet  |^'|<1  hinaus 
fortgesetzt  werden  kann.  Die  Funktion  w  =  f{z)  aber  kann  inner- 
halb der  unter  (A),  (B),  (C)  genannten  Gebiete  [z]  als  Singularitäten 
höchstens  Pole  haben,  da  sie  dort  überall  eindeutig  sein  soll  und  eine 
wesentlich-singuläre  Stelle  auch  eine  im  weiteren  Sinne  konforme  Ab- 
bildung nicht  mehr  liefern  würde.  Im  Falle  (A)  dürfen  diese  Pole 
überhaupt  keine  Häufungsstelle  haben,  die  ja  eine  wesentlich-singuläre 
Stelle  für  f{d)  wäre;  im  Falle  (B)  ist  nur  eine  Häufungsstelle  von 
Polen  bei  z  =  oo  möglich;  jedenfalls  aber  ist  z  =  oo  eine  wesentlich- 
singuläre  Stelle  für  f{z),  da  man  sonst  auf  den  Fall  (A )  zurückkommen 
würde.  Im  Falle  (C)  kann  der  Rand  des  kreisförmigen  Gebietes  {  ^  j  <  1 
wesentlich-singuläre  Stellen  enthalten,  oder  nicht:  Jede  auch  außer- 
halb des  Kreises  1.^  =1  noch  konvergente  Potenzreihe  liefert  ja  schon, 
wenn  sie  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert,  einen  Bereich  { iv  ]  des 
dritten  Typus.    Daher  kann  die  Behauptung  II  so  ergänzt  werden: 

III.  Die  Bereiche  des  Typus  (A),  also  die  geschlossenen  Bereiche, 
werden  erschöpft  durch  die  Riemannschen  Flächen,  die  zu  den  Umkeh- 
rungen der  (nicht  Tconstanten)  rationalen  Funldionen  gehören. 

Die  Bereiche  des  Typus  (B)  iverden  erscliöpß  durch  die  Riemann- 
schen  Flächen,  die  den  Umlxhrmigen  der  sogenannten  meromorphen 
Funlitionen,  solcher  transzendenter  Funldionen  entsprechen,  die  als 
Quotienten  ganzer  Funktionen  (beständig  konvergierender  Potenzreihen) 
darstellbar  sind}) 

Die  Bereiche  des  Typus  (C)  werden  endlich  sämtlich  geliefert  durch 
die  allenfalls  auf  gewisse  Art  beschränkten  Umkehrungen  von  irgend- 
welchen  (nicht  konstanten)  analytischen  Funktionen  f(z).  Die  dar- 
stellenden Funktionen  w  =  f(z)  nämlich  sind  auf  kreisförmige  Gebiete 
beschränkt,  innerhalb  deren  sie  höchstens  Pole  haben. 

In  aUen  Fällen  werden  die  Verztveigungsstellen  oder  Windungs- 
punkte der  betrachteten  Bereiche  geliefert  durch  Stellen  besonderen 
Verhaltens  der  darstellenden  Funktionen  w  =  fi^)'-  Iß  den  Fällen  (B) 
und  (C)  werden  sie  erschöpft  durch  die  Bilder  der  Punkte,  die  den 
Wurzeln  der  Gleichung  f'{z)  =  0  entsprechen,  während  im  Falle  (A) 
außerdem,  unter  ohne  weiteres  kenntlichen  Bedingungen,  auch  der 
uneigentliche  Wert  z  =  00    Verzweigungsstellen   liefern   kann.      Diese 


1)  Osgood,  S.  470.  Weun  in  diesen  Riemannschen  Flächen  logarithmische 
Verzweigungspunkte  auftreten  (wie  bei  z  =  \gw)^  so  sind  diese  natürlich  weg- 
zulassen. 
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Verzweigungsstellen  können  im  Gebiete  {s}  keine  Häufungsstelle 
haben.  Daher  umfaßt  der  Satz  II  auch  den  folgenden  Lehrsatz,  der 
übriorens  nicht  auf  einfach-zusammenhängende  Bereiche  beschränkt  ist; 

Die  VerztveigungspunTxte  der  'betrachteten  Bereiche  sind  höchstens 
in  ahzählharer  Menge  vorhanden. 

Im  Falle  (A)  gibt  es  natürlich  nur  eine  endliche  Zahl  Ton  Ver- 
zweigungspunkten. 

Betrachten  wir  einige  einfache  Beispiele!  Man  beantworte  fol- 
gende Fragen;  m 

„Gehört  die  Riemannsche  Fläche  der  Funktion  z  =  w  "■ ,  wo  m 
und  n  teilerfremde  ganze  Zahlen  sind,  zu  den  einfach -zusammen- 
hängenden Bereichen?" 

„Gibt  es  unter  den  Bereichen  des  Typus  (B)  außer  der  punk- 
tiei'ten  Kugel  noch  andere  schlichte  Bereiche?" 

„Es  sei  iv  =  igz.  Die  Umkehrungsfunktion  z  =  oxo-igw  gehört 
nach  dem  Gesagten  zum  Typus  (B).  Wo  in  der  tt;- Ebene  sitzen  ihre 
singulären  Stellen  und  welche  unter  ihnen  gehören  nicht  zum  Existenz- 
bereich der  Umkehrfunktion?  Wie  ist  dieser  Existenzbereich  be- 
schaffen?" 

Schicken  wir  einige  historische  Bemerkungen  zum  Satze  II  voraus. 
Für  endlich-vielblätterige  Bereiche,  die  entweder  geschlossen  oder  von 
endlich -vielen  Stücken  analytischer  Kurven  begrenzt  sind,  hat  den 
Satz  zuerst  H.  Ä.  Schwarz  streng  bewiesen.  Wir  kommen  darauf  noch 
zurück.  Einen  wesentlichen  Fortschritt  vollzog  dann  H.  Poincare. 
Ihm  gelang  es  1883,  folgende  Behauptung  zu  begründen:  Jeder  ein- 
fach-zusammenhängende Bereich  kann,  ob  er  nun  endlich-viele  oder 
unendlich-viele  Blätter  hat,  stets  ein-eindeutig  und  im  weiteren  Sinne 
konform  abgebildet  werden  auf  einen  schlichten  Bereich  im  Innern 
des  Einheitskreises,  wenn  er  nur  die  Eigenschaft  hat,  drei  Punlte  der 
schlichten  Ebene  mit  allen  seinen  Blättern  frei  zu  lassen})  Später  (1900) 
hat  Osgood  gezeigt,  daß  man  diese  Abbildung  so  einrichten  kann,  daß 
der  schlichte  Bildbereich  den  Einheitskreis  ausfüUt.  Aber  dann  hat  es 
immer  noch  eine  Weile  gedauert,  bis  der  Satz  II  in  seiner  vollen  All- 
gemeinheit zum  Vorschein  kam.  Dies  geschah  im  Jahre  1907,  wo 
ungefähr  zur  selben  Zeit  von  H.  Poincare  und  P.  Koebe  der  mitgeteilte 
Lehrsatz  vollständig  bewiesen  worden  ist.^) 


1)  Poincare,  Bulletin  de  la  Societe  Mathematique  de  France,  t.  XI  (1883), 
p.  112;  siehe  auch  Osgood,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society, 
V.  I  (1900),  p.  310  und  Lehrbuch,  S.  615—619,  622—628. 

2)  P.  Koebe,  Göttinger  Nachrichten  1907,  S.  191  ff.,  insbesondere  S.  198—207. 
Ebenda,  S.  685—653.  M.  Poincare,  Acta  Mathematica,  Bd.  31,  1907,  S.  1—63. 
Vergleiche   auch   das  Referat  bei   P.  Koebe,  Grelles  J.  138  (1910)  §  14,  S.  242  tf. 
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Zum  Beweis  des  Satzes  II  kann  man  zunächst  - —  wie  in  dein 
zitierten  Werke  von  Osgood  ausführlich  gezeigt  wird  —  einen  beson- 
deren Fall  behandeln,  nämlioh  etwa  diesen  Lehrsatz  begründen: 

„Jeder  einfach- zusammenhängende  und  schlichte,  d.  h.  die  Ebene 
nirgends  mehrfach  bedeckende  Bereich,  der  von  einer  endlichen  Zahl 
von  Stücken  analytischer  Kurven^)  begrenzt  wird  und  (in  der  Ebene) 
ganz  im  Endlichen  liegt,  läßt  sich  konform  (im  engeren  Sinne  des 
Wortes)  abbilden  auf  das  Innere  einer  Kreisfläche." 

Gleichwertig  mit  dieser  Abbildungsaufgabe  ist  das  Problem,  die 
Greensche  Funktion  eines  derartigen  Bereichs  aufzustellen.  Die  Green- 
sche  Funktion  g(iv)  ist  eine  Poteatialfunktion^),  die  durch  zwei  Eigen- 
schaften definiert  ist:  Sie  nimmt  am  Rande  des  Bereichs,  also  auf  den 
genannte)}  Studien  analytischer  Kurven,  den  Wert  Null  an,  und  sie  ver- 
hält sich  im  Inneren  regulär  mit  Ausnahme  einer  einsigen  Stelle  Wq, 
wo  sie  unstetig  tvird  wie 

Die  Funktion 

f(tv)  =  g(iv)  —  lg  , r 

st  daher  im  ganzen  schlichten  Bereich  regulär. 

Um  die  Greensche  Funktion  zu  finden  genügt  es  also,  die  regu- 
läre Potentialfunktion  /'  aus  ihren  Randwerten  zu  ermitteln.  Dieses 
Randwertproblem,  das  Dirichletsche  Prohlem  für  die  Laplacesche  Diffe- 
rentialgleichung, löst  man  z.  B.  mittels  des  alternierenden  Verfahrens 
von  H.  A.  Schwärs.^) 

WiU  man  mchrhlättrige  einfach-zusammenhängende  Bereiche  kon- 
form auf  die  Kreisfläche  abbilden,  so  wird  man  ebenfalls  versuchen, 
für  sie  eine  Greensche  Funktion  zu  ermitteln.  Dabei  tritt  aber  eine 
gewisse  Schwierigkeit  auf.  Setzt  mau,  wie  oben,  von  dem  Bereich 
voraus,  daß  er  von  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven  bogen 
begrenzt  ist,  so  kann  man  allerdings  das  alternierende  Verfahren  ge- 
nau so  wie  in  der  schlichten  Ebene  dazu  verwenden,  eine  reguläre 
Potentialfunktion  herzustellen,  die  vorgeschriebene  Randwerte  annimmt. 

Aber  die  Funktion  Ig-i r  hat  im  Bereich  sicher  mehrere  singulare 

Stellen,  wenn  der  Bereich  an  der  Stelle  tv^  nicht  schlicht  ist.    Daher 


1)  Kurvenstücken,  die  sicli  mit  Einschluß  ihrer  Endpunkte  regulär  verhalten. 

2)  g{w)  bezeichnet  also  hier  eine  reelle  Funktion  zweier  reeller  Argu- 
mente u,  V. 

3)  Osgood,  S.  601  ff.,  Picard,  Traite  II,  S,  81  ff.  Ein  anderes  Hilfsmittel, 
das  ebenfalls  zur  Lösung  des  Dirichletschen  Problems  führt,  ist  die  Ausfege- 
methode Poincaree.  Man  findet  dieses  Gegenstück  des  alternierenden  Verfahrens 
für  den  Fall  des  logarithmischen  Potentials  bei  Picard  entwickelt,  Traite  II,  S.  89  ff. 


Greensche  Funktion;  alternierendes  Verfahren.  15 

kann  man  sie  nicht  brauchen  zur  Herstellung  einer  Funktion  g{w). 
Von  dieser  verlangt  man  ja,  daß  sie  nur  in  einem  Blatt  an  dieser 
SteUe  unstetig  werden  soll. 

Man  kann  nun  auch  noch  diese  letzte  Klippe  glücklich  um- 
schiffen, und  dazu  dient  wieder  das  alternierende  Verfahren  oder  viel- 
mehr eine  Abart  davon,  der  man  den  klangvollen  Namen  „Methode 
der  gürtelförmigen  Verschmelzung"  beigelegt  hat.  ^) 

Nennen  wir  den  gegebenen  Bereich  33.  Es  ist  völlig  gleichgültig 
für  das  Beweisverfahren,  ob  wir  ihn  als  schlicht  annehmen  wollen 
oder  nicht;  in  der  beigegebenen  Figur  ist  er 
schlicht  und  von  der  Kurve  C  begrenzt  zu 
denken.  Aus  33  schneiden  wir  eine  genügend 
kleine  Kreisfläche  heraus,  die  den  Punkt  iVq 
zum  Mittelpunkt  hat,  in  dem  die  Greensche 
Funktion  unstetig  werden  soU.  Ist  33  ganz 
oder  zum  Teil  mehrfach-überdeckt,  so  hat  man 
diese  Kreisfläche  nur  aus  dem  einen  Blatt  weg- 
zunehmen, in  dem  der  Unstetigkeitspunkt  liegen 
soll.  Der  übrigbleibende  Bereich  soll  33^^^  ge- 
nannt werden,  und  der  Kreis  I.  Wir  schlagen 
um  die  Unstetigkeitsstelle  noch  einen  zweiten 
größeren  Kreis  II,  der  aber  noch  im  Innern 
von  33  enthalten  sein  soll,  und  bezeichnen  das  von  ihm  umschlossene 
Gebiet  mit  S3(-^.  In  der  Figur  ist  W^  vertikal  und  33^-)  horizontal 
schraffiert. 

Nun  setzt  das  alternierende  Verfahren  ein,  das  von  seinem  Er- 
finder treffend  mit  der  Tätigkeit  einer  zweistiefeligen  Luftpumpe  ver- 
glichen worden  ist.  Freilich  ist  in  unserem  Falle  die  Rolle  der  beiden 
Stiefel,  d.  h.  der  Gebiete  33^'^  und  33^^^,  nicht  ganz  dieselbe.  Zuerst 
bestimmt  man  eine  in  33^^^  reguläre  Potentialfunktion  Ui^^\  die  auf 
dem  Rande  C  verschwindet  und  auf  dem  Kreise  I  passend  vorge- 
schriebene Werte  annimmt.^)  Obwohl  der  Bereich  33^^^  nicht  einfach  zu- 
sammenhängt, kann  man  doch  die  Existenz  dieser  Funktion  sofort  mittels 
des  gewöhnlichen  alternierenden  Verfahrens  einsehen,  indem  man  es 
auf  zwei  einfach  zusammenhängende  Bereiche  anwendet,  die  sich  um 
den  Kreis  I  herumschlingen  und  sich  beiderseits  überdecken.  Dann 
ermitteln  wir  im  Gebiet  33^"^  eine  Potentialfunktion  m^^-^,  die  auf  dem 
Kreise  II  dieselben  Werte   annimmt   wie  Uj^^'>  und   die  im  Funkte  iv^ 

unstetig  ivird,   ivie  Ig  - — ^^ 33^^^  ist  auf  jeden  Fall  ein  schlichter 

Kreisbereich,  der  Beweis  für  die  Existenz  der  Funktion  u^'^^  ist  also 
schon  erbracht.     Jetzt  kehrt  man  wieder  zum  Gebiet  33^^^  zurück  und 


Fig.  1. 


1)  Osgood,  S.  606  ff.       2)  Zum  Beispiel  den  Wert  Eins. 
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sucht  hier  die  Funktion  n^^'^\  die  auf  C  Null  wird  und  auf  I  die 
gleichen  Werte  hat  wie  u^'^\  Der  nächste  Schritt  besteht  darin,  in 
W^^  die  Poteutialfunktion  w,'^^  zu  bestimmen,  welche  in  iCq  logarith- 
misch unstetig  ist  und  auf  11  dieselben  Werte  annimmt  wie  u^^'^\  Fährt 
man  so  fort,  so  erhält  man  zwei   Funktiouenfolgen 

<'\     <\     <'^  ■  ■  • 

und  von  beiden  zeigt  man  mit  Hilfe  einer  bekannten  Schlußweise,  daß 
sie  wie  geometrische  Reihen  konvergieren,  und  zwar  gleichmäßig,  die 
erste  in  33^^^  und  die  zweite  in  jedem  Teilgebiet  von  93^%  das  den 
Punkt  iVq  nicht  enthält.  Die  Grenzfunktion  beider  Folgen  ist  dieselbe 
Potentialfunktion 

g  =  Lim  «^^^  =  Lim  u^^\ 

^  n  n    7 

n  =  00  n  =  00 

und  diese  hat  die  gewünschten  Eigenschaften  der  Greenschen  Funktion 
für  93:  sie  wird  am  Rande  C  Null  und  hat  den  Punkt  w^  als  loga- 
rithmische Unstetigkeitsstelle.  ^) 

Hiermit  ist  schon  ein  Teil  vom  Inhalt  des  Satzes  II  enviesen.  Es  ist 
der  Existenzbeweis  der  Greenschen  Funktion  geführt  für  aUe  einfach- 
zusammenhängenden Bereiche,  die  von  einer  endlichen  Zahl  analytischer 
Kiirvenhogen  begrenzt  werden,  und  damit  ist  nachgewiesen,  daß  diese 
Bereiche  der  Forderung  des  Falles  (C)  entsprechen,  daß  sie  auf  das 
Innere  einer  Kreisfläche  abgebildet  werden  können.  Das  ist  das  Er- 
gebnis von  H.  A.  Schwarz.  Auf  diese  Tatsachen  stützen  wir  uns  nun 
bei  Untersuchung  der  allgemeinsten  einfach-zusammenhängenden  Be- 
reiche, zu  der  wir  uns  jetzt  wenden. 

Wir  gehen  zunächst  eine  Übersicht  über  den  Gedankengang  für  den 
später  zu  führenden  Beiveis  des  Satzes  II. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  es  sei  ein  offener,  einfach  zusammenhängen- 
der Bereich  S  gegeben,  ein  Bereich  also,  der  sicher  nicht  dem  Falle  (Ä) 
entspricht.  Dann  kann  man  versuchen,  eine  unendliche  Folge  von  Teil- 
bereichen 93i,  ^2?  ^3  •  ■  •  des  Bereiches  93  zu  konstruieren,  die  alle 
der  eben  betrachteten  besonderen  Art  angehören  und  die,  wie  man 
sich  auszudrücken  pflegt,  den  Bei-eich  S  ausschöpfen.  Damit  soll  ge- 
sagt sein,  daß  jeder  Bereich  93„^i  den  vorhergehenden  93„  enthält,  was 
man  durch  die  Schreibweise  andeutet  i^„<33„^,,  ferner  daß  sich  zu 
jedem  Punkte  von  93  ein  Bereich  93„  angeben  läßt,  der  diesen  Punkt 
enthält.") 


1)  Der  Konvergenzbeweis  ist  völlig  analog  zu  dem  bei  Osgood.^  S.  607.    Vgl. 
auch  Picard,  Traite  II,  S.  523. 

2)  Osgood,  S.  615  ff.,  622  ff. 
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Jeden  dieser  Näherungsbereiche  95„  bilden  wir  nun  konform  ab 
auf  das  Innere  eines  Kreises,  etwa  des  Einheitskreises,  so  daß  dabei 
ein  orientiertes  Linienelement,  dessen  Punkt  in  33^  liegt,  in  ein 
festes  orientiertes  Element  übergeführt  wird,  als  dessen  Punkt  wir 
den  Mittelpunkt  des  Einheitskreises  wählen  können.  Wenn  nun  die 
Folge  der  analytischen  Funktionen,  die  diese  konformen  Abbildungen 
vermitteln,  gegen  eine  analytische  Grenzfunktion  konvergiert,  so  leistet 
diese   die   gewünschte   Abbildung    des  Bereichs   35  =  Lim  93„    auf   die 

m  =  00 

Fläche  des  Einheitskreises;  es  liegt  der  Fall  (C)  vor.  Umgekehrt  X'i'ÄQ't 
sich,  daß  die  Konvergenz  der  Folge  der  Abbildungsfunktionen  ( iue 
notwendige  Bedingung  dafür  ist,  daß  der  Bereich  33  sich  dem  Falle  (C) 
unterordnet. 

Divergiert  hingegen  die  so  hergestellte  Funktionenfolge,  so  liegt 
der  Fall  (B)  vor.  Um  auch  hier  die  konforme  Abbildung,  deren 
Möglichkeit  behauptet  wird,  also  jetzt  die  konforme  Abbildung 
auf  die  punktierte  Ebene  zu  ermitteln,  hat  man  nur  das  eben  an- 
gewandte Verfahren  ein  wenig  abzuändern.  Man  bildet  jeden  Näherungs- 
bereich 33„  des  vorgelegten  Bereiches  Ü8  auf  die  schlichte  Fläche  eines 
Kreises  konform  ab,  so  daß  wieder  ein  orientiertes  Linienelement  in 
33^  in  ein  festes  Element  durch  den  Kreismittelpunkt  übergeht,  daß 
aber  überdies  das  Vergrößerungsverhältnis  der  konformen  Abbildung 
an  diesem  Stellenpaar  den  Wert  Eins  hat.  Die  Bilder  der  Bereiche  93„ 
werden  dann  konzentrische  Kreise,  deren  Radien  mit  n  über  alle  Grenzen 
wachsen.  Wir  werden  zeigen,  daß  die  Folge  analytischer  Funktionen, 
die  zu  diesen  Abbildungen  gehören,  stets  gegen  eine  analytische  Funk- 
tion konvergiert,  die  die  Abbildung  des  Bereiches  93  auf  die  punktierte 
Ebene  leistet. 

Außerdem  zeigt  sich  noch,  daß  die  hier  verwandte  Methode  auch 
im  früheren  Falle  (C)  zu  einer  Abbildung  des  Bereichs  93  auf  das  Innere 
eines  Kreises,  natürlich  nicht  notwendig  des  Einheitskreises,  geführt 
haben  würde.    Fassen  wir  unsere  Behauptungen  zusammen: 

IV.  Jeder  einfacli-zusammenhängende  aber  offene^)  Bereich  93  läßt 
sich  durch  eine  Folge  von  Näherungsbereichen  93^,  Sg?  •  •  •  ausschöpfen. 

V.  Es  Jionvergieren  dann  entweder  die  beiden  konstruierten  Funk- 
tionenfolgen, oder  es  konvergiert  nur  die  ziveüe.  Ist  die  erste  Folge  di- 
vergent, so  haben  ivir  es  mit  dem  Falle  (B)  zu  tun,  konvergiert  sie,  so 
liegt  der  Fall  (C)  vor. 

Die  Wahl  der  auftretenden  Näherungsbereiche  und  des  orientierten 
Linienelementes  ist  ohne  Einfluß  auf  Konvergenz  oder  Divergenz  des 
Verfahrens,  wovon  man  sich  nachträglich  überzeugt. 


1)  Siehe  S.  11  oben. 
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Der  durch  die  bisherige  Betrachtung  ausgeschlossene  Fall,  der 
zur  Möglichkeit  (A)  führt,  kann  nun  ebenfalls  ohne  weiteres  erledigt 
werden,  sobald  nur  unsere  Überlegung  zu  einem  zwingenden  Schluß- 
verfahren ergänzt  ist.  Ist  nämlich  der  abzubildende  Bereich  ge- 
schlössen,  so  kann  mau  ihn  zunächst  „punktieren",  indem  man  irgend- 
einen Punkt  von  33  wegläßt,  etwa  einen  solchen,  der  kein  Verzweiguugs- 
punkt  ist.  Der  so  entstandene  Bereich  ordnet  sich  dem  Falle  (B) 
unter  und  kann  auf  die  punktierte  Ebene  abgebildet  werden.  Weist 
man  schließlich  den  abgesonderten  Punkt  von  S  dem  uneigentlichen 
Piiiikte  der  Ebene  zu,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  R^emann^) 
die  konforme  Abbildung  auch  an  dieser  Stelle  regulär  und  somit  ist 
die  Abbildung  des  vorgelegten  Bereiches  S  auf  die  abgeschlossene 
Ebene  hergestellt. 

Skizzieren  wir  jetzt  den  Gedankengang  eines  Beweises  für  den 
Satz  IV.")  Man  nehme  zunächst  in  33  ein  Quadrat  Q  an,  mit  der  Seiten- 
länge a.    Dieses  Quadrat  Q  umschließe  man  durch  einen  Kranz  von 

Quadraten  mit  den  Seitenlängen  -„,  der  ganz  im  Innern  von  93  ge- 
legen ist.  Bei  der  Herstellung  des  Kranzes  gehe  man  aber  nicht  über 
Windungspunkte  von  33  hinweg  und  füge  nur  so  viele  Quadrate  an,  daß 
man  von  Q  aus  auf  dem  Quadratnetz  fortschreitend  jeden  Punkt  des 
Ki-anzes  auf  einem  Wege  erreichen  kann,  der  höchstens  die  Länge  wa  hat. 

Teilt  man  auch  noch  Q  in  4"  Teilquadrate  mit  der  Seitenlänge  „„,  so 

erhält  man  durch  Hinzufügung  von  Q  zu  dem  umschließenden  Kranze 
ein  Gebiet  33„',  das  aus  lauter  gleichgroßen  Quadraten  zusammen- 
gesetzt ist. 

S^'  wird  im  allgemeinen  nicht  einfach  zusammenhängen.  Es  hat 
dann  33,,'  sicher  eine  geschlossene  Begrenzuugslinie,  die  die  voU- 
ständige  BegTenzung  eines  Teilgebietes  von  33  bildet,  das  nicht  in  33„' 
liegt.  Fügt  man  alle  diese  Teilgebiete  zu  S^'  hinzu,  so  erweitert  man 
33^'  zu  einem  einfach-zusammenhängenden  Bereich  33„.  Der  Bereich  S„ 
wird  dann  in  seinem  Inneren  auch  Windungspuukte  von  33  haben 
können  (er  wird  sie  nämlich  immer  dann  haben,  wenn  33/  nicht  ein- 
fach-zusammenhängend war  und  daher  33„  von  33„'  verschieden  ist). 
Aber  auch  die  Punkte  von  33„  werden  sich  gewiß  noch  auf  Wegen 
erreichen  lassen,  deren  Länge  die  Zahl  na  nicht  übertriift. 

Lassen  wir  jetzt  die  ganze  Zahl  n  unbegrenzt  wachsen.  Die  gegen- 
seitige Lage  der  entstehenden  Bereiche  kann  man  durch  die  Formeln 
besehreiben 


1)  Osgood,  S.  2G2. 

2)  Die  mitgeteilte  Schlußweise  stammt  von  P.  Koebe.  Für  schlichte  Be- 
reiche findet  sich  ein  allerdings  etwas  umständlicher  Beweis  bei  Osgood.  Kap.  5, 
besonders  S.  156. 
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93  wird  nun  durch  die  Folge  der  33 ,j  ausgeschöpft.  Es  kann  näm- 
lich jeder  Punkt  von  93  mit  dem  Quadrat  Q  durch  eine  Kette  von  Teii- 

quadraten  verbunden  werden,  wenn  man  nur  ihre  Seitenlänge  — „  ge- 
nügend klein  macht  durch  hinlänglich  große  Wahl  von  n,  weil  da- 
durch auch  die  zulässige  Weglänge  na  beliebig  groß  wird. 

Damit  haben  wir  auch  die  Richtigkeit  des  Satzes  IV  eingesehen. 
Es  bleibt  also  nur  noch  der  Satz  V  zu  begründen. 

Da  die  Schlußkette,  die  uns  hierher  geführt  hat,  ziemlich  lang 
ist,  so  geben  wir  nochmals  einen  Überblick  über  den  Gedankengang^ 
wobei  wir  nunmehr  die  umgekehrte  Folge  innehalten. 

Zuerst  ist  etwa  der  Satz  IV  zu  erweisen,  so  wie  es  eben  gezeigt 
wurde.  Sodann,  unabhängig  von  diesem  Satz  IV,  der  Satz  II,  für  Be- 
reiche, die  von  einer  endlichen  Zahl  von  Stücken  analytischer  Kurven 
begrenzt  sind;  es  genügt,  geradlinig  begrenzte  Bereiche  zu  betrachten. 
Dies  ist  ebenfalls  schon  geschehen  (S.  14—  16).  So  finden  sich  nur 
Bereiche,  die  der  Behauptung  (C)  des  Satzes  II  entsprechen.  Nunmehr 
wird  der  Nachweis  des  Satzes  V  zu  führen  sein,  der  noch  aussteht. 
Damit  hat  man  dann  den  Satz  II  in  seinem  ganzen  Umfang,  wenn 
man,  wie  gezeigt  (S.  18)  auch  noch  die  geschlossenen  einfach-zusammen- 
hängenden Bereiche  hinzunimmt.  Mit  Satz  II  hat  man  schließlich  auch 
die  Sätze  I  und  III. 

Bevor  wir  zum  Beweis  des  Satzes  V  übergehen,  wollen  wir  noch  eine 
weitere  Behauptung  begründen,  wie  sie  zur  Ergänzung  des  Satzes  II  dient. 

Ist  z.  B.  im  Falle  (C)  eine  konforme  Abbildung  des  Bereichs  93 
auf  das  Innere  eines  Kreises  gefunden,  so  kann  man  sich  weiter  die  Frage 
vorlegen,  die  allgemeinste  konforme  Abbildung  aufzufinden,  durch 
die  diese  beiden  Gebiete  ein-eindeutis  aufeinander  bezogen  werden. 
Dazu  ojenügt  es,  die  allgemeinste  ein-eindeutige  und  konforme  Ab- 
bildung  zu  ermitteln,  die  die  inneren  Punkte  einer  Kreisfläche  unter- 
einander vertauscht.  Jede  derartige  Abbildung  ist  eine  Möbiussche  Kreis- 
verwandtschaft. 

Nimmt  man  an,  daß  die  Abbildung  auch  noch  auf  der  Kreis- 
peripherie regulär  ist,  so  leuchtet  die  Richtigkeit  der  Behauptung 
ein.  Macht  man  aber  über  das  Verhalten  auf  dem  Rande  keine  ein- 
schränkenden Voraussetzungen,  so  kann  man  den  Beweis  folgender- 
maßen führen. 

Es  sei  w*  =  f{iv)  die  analytische  Funktion,  welche  die  (wie  wir 
annehmen  können,  eigentlich -konforme)  Abbildung  der  Kreisfläche 
\iv-  <i\  auf  die  Fläche  iv'*'  <  1  herstellt.  Durch  Hinzufügung  einer 
geeigneten  linear-gebrochenen  Transformation  können  wir  erreichen, 
daß  die  Kreismittelpunkte  einander  zugeordnet  werden,  daß  also  f{w) 
die  Form  annimmt 

f{iv)  =  Aw-\-Bw^  +  ---  {^  +  0}. 
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Nachzuweisen  bleibt,  daß  diese  Potenzreihe  nach  ihrem  linearen  Glied 
abbricht.  Dem  Kreise  |?f*|  =  l  —  e  {0<f<l}  entspricht  m  der 
«r-Ebene  eine  reguläre  analytische  Linie,  die  den  Anfangspunkt  einmal 
umschlingt  und  die  wir  in  einen  Kreis  |  «•  |  =  1  —  r]  { 0  <  ?;  <  1 }  ein- 
schließen können.  Diesem  Kreise  entspricht  dann  umgekehrt  in  der 
«t'*-Ebene  eine  analytische  Kurve  im  Ringgebiet  1  —  £  <  \w* .  <  1. 
Es  ist  also  auf  [wj  =  1  —  t] 


1  —  7]  ,  w  I  1  — rj 
Da  aber  der  Ausdrück  in  der  Mitte  und  sein  reziproker  Wert  den 
absoluten  Betrag  einer  in  |«'|^1— •>?  regulären  analytischen  Funktion 
darstellt,  der  seine  größten  Werte  auf  dem  Rande  annimmt^),  so  gelten 
die  beiden  Ungleichungen  auch  im  Inneren  dieses  Bereichs,  also  auch 
für  irgend  eine  kleinere  Kreisfläche  \w\  <i  q  {0<()<1—  ■>;}.  Lassen 
wir  nun  zuerst  iq  gegen  Null  konvergieren,  so  sehen  wir,  daß  in  diesem 
festen  Gebiet  \iv\  <  q  auch  die  Abschätzung  gilt 

IV        — 

Lassen  wir  auch  noch  e  Null  werden,   so  folgt  zunächst  für  \iv\  <  q 
und  dann  durch  analytische  Fortsetzung  für  \w\  <  1 

;  f^^^l  \  =  1     oder     iv^  =  fCir)  =  e«'"  •  iv  . 

Dadurch  ist  aber  unsere  Behauptung  bestätigt.^) 

In  den  Fällen  (B)  und  (A)  ist  der  entsprechende  Nachweis  auf 
Grund  bekannter  Sätze  der  Funktionentheorie  sofort  erbracht.  Man 
findet  also: 

VI.  TJtiitätssatz.  Die  eigentlich -konforme  Ähhildung  eines  ein- 
fach-zusammenhängenden Bereichs  auf  einen  der  drei  Normalbereiche 
(A),  (B)  oder  (C)  ist,  abgesehen  von  linear-gebrochenen  Transformationen, 
nur  auf  eine  einzige   Weise  möglich. 

Jetzt  kommt  alles  auf  den  Beweis  des  Satzes  V  an,  den  wir  nun- 
mehr nach  P.  Koebe  führen.  Man  benötigt  dazu  einige  Hilfsätze,  die 
auch  selbständiges  Interesse  haben. ^) 

1)  Osgood,  S.  255,  2.  Satz. 

2)  Dieser  Beweis  stammt  von  Poincare,  Acta  math.  Bd.  4,  S.  231.  Ein 
anderer  Beweis  findet  sich  bei  Koebe,  Grelles  J.  139  (1911)  S.  262ff.  Man  ge- 
langt auch  in  einfacher  Weise  zum  Ziele,  wenn  man  davon  ausgeht,  daß  die 
Greensche  Funktion  lg  r~^  des  Einheitskreises  eine  Potentialfunktion  ist,  welche 
durch  die  zwei  Bedingungen  charakterisiert  wird:  1.  sie  wird  im  Kreismittelpunkt 
logarithmisch  unstetig  und  2.  sie  uird  ghicJunäßig  Null,  wenn  man  sich  dem 
Sande  nähert.  Hält  man  nun  bei  der  eigentlich-konformen  Abbildung  der  Fläche 
des  Einheitskreises  wie  oben  den  Mittelpunkt  fest,  so  folgt,  daß  die  Funktion 
lg  j — 1  invariant  bleiben  muß,  daß  die  Abbildung  also  nur  eine  Drehung  sein  kann. 

3)  Mit  dem  Folgenden  vergleiche  man  P.  Koebe,  Göttinger  Nachrichten  (1907), 
S.  191  ff.,  beß.  S.  198—207,  ferner  Math.  Ann.  67  (1909),  S.  146  flf.,  bes.  S.  206—223. 
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§3. 

Hilfsätze  von  Koebe. 

Es  sei  ©  ein  schlichter,  von  einer  endlichen  Zahl  analytischer  Kurven- 
■sti(clie^)  begrenzter,  einfach-susammenhängender  Bereich  der  ?f-Ebene,  der 
den  Punkt  iv  =  0  enthält  und  ganz  im  Endlichen  liegt.  Für  diesen  Be- 
reich  denken  wir  uns  zum  Xullpunkt  iv  =  0  als  Unstetigkeitsstelle 
die  Greensche  Funldion  g  hergestellt  (§  2).  Hier  besteht  eine  Entwick- 
lung von  der  Form 

^  =  lgA +  /  +  ••• 

Dabei  ist  der  reelle  Wert  des  natürlichen  Logarithmus  zu  nehmen,  was 
auch  für  später  gilt  und  nicht  immer  ausdrücklich  hervorgehoben  werden 
soll.  Mit  y  wird  eine  Konstaute,  die  EnticicMungsl'onstante  bezeichnet, 
und  durch  die  Punkte  wird  eine  in  3  reguläre  Potentialfunktion  an- 
gedeutet, die  an  der  Stelle  w  =  0  verschwindet.  Die  zu  g  konjugierte 
Potentialfunktion  nennen  wir  h.    Die  analytische  Funktion 

vermittelt  dann  eine  konforme  Abbildung  von  (S  auf  die  schlichte 
Kreisfläche  z\<i  q.  Dabei  geht  der  Punkt  iv  =  0  in  den  Kreis- 
mittelpunkt z  =  0  über.  Das  zu  diesem  Stellenpaar  gehörige  Ver- 
größerungsverhältnis der  konformen  Abbildung  hat  den  Wert 


(1) 


dz 
ctw 


tt=0 


„Verpflanzt"  man  die  Potentialfunktion  g  aus  der  ?<;-Ebene  in  die 
5-Ebene,  indem  man  zugeordneten  Punkten  gleiche  Funktiouswerte 
zuweist,  so  wird  wegen  des  invarianten  Charakters  der  Greenschen 
Funktionen  gegenüber  konformen  Abbildungen  g  zur  Greenschen 
Funktion  der  Kreisfläche  \z\<i  Q 

ö'  =  lg  ^  +  lg  ?• 

Wir  führen  nun  den  kürzesten  Abstand  d  des  Randes  von  S 
vom  Anfangspunkt  iv  =  0  ein.  Zwischen  dieser  positiven  und  von 
Null  verschiedenen  Größe  und  der  EntwicJdimgskonsfanten  y  hestcJii 
eine  getvisse  ÄbJiängigJceit.     Zunächst  finden  wir  nämlich: 

Wenn  y  <i  yo  ist,  so  muß  d  <  e''''^  sein. 

Um  dies  zu  beweisen,  wenden  wir  ein  Schlußverfahren  an,  das 
sich    später    noch    wiederholen    wird.      Der    Bereich    ©    enthält    den 


1)  Siehe  die  Anmerkung  1)  auf  Seite  14. 
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Kreis    ,w\  <,  d  entweder  als  Teilbereich,   oder  er  fällt  mit  ihm  zu- 
sammen.   Die  Differenz  der  Greensehen  Funktionen  der  beiden  Gebiete 


ö'-lg 


w 


ist  in  der  Kreisfläche  \iv  <C  d  durchweg  regulär  und  auf  dem  Rande 
positiv  oder  null.  Demnach  muß  diese  Differenz  auch  im  Innern  des 
Kreises  zufolge  bekannter  Eigenschaften  der  Potentialfunktionen  ^)  ent- 
weder positiv  oder  Null  sein,  und  zwar  kann  der  zweite  Fall  nur 
dann  eintreten,  wenn  die  beiden  Bereiche  zusammenfallen.  Insbesondere 
ergibt  sich  für  den  Anfangspunkt 

Lim  \g-lgT--]  =  y-'igd>  0, 

oder  also  die  gewünschte  Beziehung 

(2)  d  £  er  <  e'\ 

Zu  diesem  Satze  gibt  es  nun  noch  ein  Gegenstück.  Ziehen  wir 
einen  Kreis  |  iv  \  =  a,  so  daß  jeder  Puukt  von  ©  innerer  Punkt  dieses 
Kreises  wird,  so  können  wir  folgendes  feststellen: 

Sat^  «).  Ist  eine  Zahl  rf^  {0  <  ^^  <  a}  voryegehen,  so  lann  man 
dazu  stets  eine  zweite  Zahl  ToIyo  <Clga)  auffinden,  so  daß  für  alle 
schlichten  Bereiche  ©  im  Kreise  \iü\  <  a,  tv eiche  die  Bedingung  d^d^ 
erfüllen,  die  J^ntwicldungsJconstante  y  der  Bedingung  y  <i  Yo  genügt. 

Es  ist  nämlich  die  Eutwicklungskonstaute  der  Greensehen  Funk- 
tion lg —   für   die  Kreisfläche  \ic\<Ca   gleich  Iga,  und   diese  Kon- 

staute  ist  nach  der  schon  einmal  angewandten  Schlußweise  größer  als 
alle  Größen  y,  da  die  Bereiche  ©  Teilbereiche  der  betrachteten  Kreis- 
fläche sind.  Für  die  Zahlen  y  gibt  es  daher  jedenfalls  eine  obere 
Grenze,  und  es  wäre  noch  mehr  bewiesen  als  unser  Lehrsatz  a)  be- 
hauptet, wenn  wir  die  obere  Grenze  (<  Iga)  tatsächlich  ermitteln  könnten. 
Es  hat  sogar  den  Anschein,  daß  es  unter  den  Zahlen  y  ein  Maximum 
gibt,  daß  also  ein  Bereich  ©„  existiert,  dessen  Entwicklungskonstante 
die  obere  Grenze  erreicht.  Zu  dieser  Vermutung  führt  die  folgende 
Erwägung. 

Es  sei  a  ein  Punkt  der  Begrenzung  von  <B,  dessen  Entfernung 
vom  Anfangspunkt  tv  =  0  den  Wert  d  hat  {  6  =<?}.  Von  a  aus 
ziehen  wir  eine  aus  endlich -vielen  regulären  Stücken  analytischer 
Kurven  zusammengesetzte  Linie  L,  die  sich  selbst  nicht  schneidet 
und  auch  nicht  ins  Innere  von  S  eindringt,  bis  zu  einem  Punkt  u 
des  Kreises  tv  \  =  a.  Durchlaufen  wir  diesen  „einfachen"  Linienzug 
umgekehrt,    indem    wir    von    seinem    Endpunkt    a    auf    \iv  =  a    aus- 


1)  Osgood,  S.  545,  Satz  3. 
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Fig.  2. 


gehen,  so  wird  es  einen  Punkt  geben,  in  dem  der  Kreis  tv  =  d^ 
zum  erstenmal  überschritten  wird.  Dieser  Punkt  soll  mit  ö^  bezeichnet 
werden  {  ^o  ="  ^o  !  •  ^^^  Stück  der 
Linie  L  zwischen  den  Punkten  a  und 
8q  wollen  wir  l  nennen,  l  begrenzt 
nun  zusammengenommen  mit  dem 
Kreise  iv  =  a  einen  Bereich  @',  der 
(3  als  Teilbereich  enthält,  oder  viel- 
leicht auch  mit  (S  zusammenfällt.  Die 
zuo^ehörigen  Greenschen  Funktionen 
und  Entwicklungskonstanten  stehen 
daher  in  der  Beziehung 

Lim[/  — 5r]  =  y'  —  y^O. 

w  =  0 

Betrachten  wir  nun  die  Gesamt- 
heit aller  Bereiche  ©',  die  von  dem 
Kreise  \w'  =  a  und  einem  veränderlichen  Linienzug  l  begrenzt  wer- 
den, der  von  dem  festen  Punkte  d^  auf  |  ^^' |  =  r/^,  ausgehend  auf 
\w\  =  a  endigt  und  mit  diesen  beiden  Kreisen  außer  Anfangs-  und 
Endpunkt  keine  weiteren  Punkte  gemein  hat.  Da  Drehungen  um 
den  Anfangspunkt-  für  unser  Problem  belanglos  sind,  so  sind  wir 
sicher,  daß  der  Bereich  (5,  für  den  die  Entwicklungskonstante  y  ein 
Maximum  wird,  falls  er  existiert,  unter  den  Bei'eichen  @'  zu  suchen 
sein  muß.  Da  ist  es  nun  sehr  plausibel,  daß  dieses  Maximum  für 
den  Bereich  <Bq'  eintritt,  bei  dem  die  zugehörige  Begrenzungslinie  l 
geradlinig  auf  dem  Radius  durch  d^  verläuft.  Wenn  dies  bewiesen 
wäre,  so  wäre  auch  unser  Satz  a)  bewiesen.  Denn  die  Entwicklungs- 
konstante 7o'  von  @o'  ist  kleiner  als  lg  a,  d.  i.  kleiner  als  die  Ent- 
wicklungskonstante des  Kreises  ic  =  a,  da  ja  die  Fläche  dieses  Kreises 
auch  ©o'  als  Teilbereich  umfaßt. 

Es  scheint  jedoch  mit  Schwierigkeiten  verbunden  zu  sein,  den 
Nachweis  für  die  Maximaleigenschaft  des  Bereiches  @q'  zu  erbringen. 
Wir  begnügen  uns  daher  mit  dem  Nachweis,  daß  die  Größen  y  eine 
obere  Schranke  y^  <  lg a  haben  (die  nicht  mit  der  oberen  Grenze  y^' 
dieser  Zahlenmenge  zusammenfällt,  y^'  <  y^)-  Eine  solche  Schranke  y^ 
finden  wir  nach  Koebe  durch  einen  Kunstgriff.  Könnte  mau  einen 
festen  Bereich  T  konstruieren,  der  alle  Bereiche  S'  als  Teilbereiche 
enthielte  und  für  den  die  Entwicklungskonstante  y^  der  Greenschen 
Funktion  an  der  Unstetigkeitsstelle  z  =  0  kleiner  ausfiele  als  Itr  a,  so 
wäre  damit  eine  solche  Schranke  y^  bereits  gefunden.  Es  ist  nun 
tatsächlich  möglich,  einen  solchen  Bereich  %  anzugeben,  der  freilich 
zweiblättrig  ist  und  nicht  mehr  einfach  zusammenhängt.') 


1)  Nach  der  üblichen  Terminologie  ist  %  zweifach-zusammenhängend. 
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%  wird  folgendermaßen  konstruiert.  Man  versieht  die  schlichte 
Kreisfläche  |  tt?  I  <  a  mit  einem  geradlinigen  Schlitz,  der  von  w  =  d^ 
auf  dem  Radius  zur  Peripherie  \iv\  ^  a  läuft.  Von  dem  so  er- 
haltenen Bereich  nehmen  wir  noch  ein  zweites  Exemplar,  schneiden 
aber  aus  diesem  die  Kreisfläche  w  <  d^  heraus.  Dadurch  entsteht 
ein  an  einem  Radius  aufgeschnittener  Kreisring;  diesen  legen  wir  als 
zweites  Blatt  auf  das  zuvor  konstruierte  erste  und  heften  die  Ränder 
der  beiden  übereinanderliegenden  Schlitze  kreuzweise  zusammen.  Da- 
mit ist  die  'Fläche  ^  vollendet.  2'  liegt  auf  der  Riemannschen  Fläche 
für  die  Funktion  ]/tv  —  d^  und  kann  aus  dieser  Fläche  dadurch  er- 
halten werden,  daß  man  aus  einem  ihrer  Blätter  (das  wir  das  zweite 
nennen  wollen)  die  Kreisfläche  j  tv  <  (7q  und  aus  beiden  Blättern  die 
Gebiete     tv    >'  a  herausschneidet. 

Die  Begrenzung  von  X  setzt  sich  also  aus  zwei  verschiedenen 
Linien  zusammen;  die  eine  ist  der  Kreis  tv  \  =  (Iq,  die  zweite  der 
doppelt  durchlaufene  Kreis     w    =  a. 

Ist  nun  ein  beliebiger  Bereich  @'  gegeben,  so  sieht  man  leicht, 
daß  man  ihn  als  Teilbereich  von  X  ansehen  kann.  Falls  nämlich 
durch  die  Zerschueidung  der  Kreisfläche  w  <  a  längs  des  durch  d^, 
laufenden  Radiusvektors  auch  der  Bereich  @'  zerschnitten  worden 
sein  sollte,  so  genügt  es,  die  dabei  entstandenen  Teilgebiete  von  @', 
die  den  Punkt  tv  =  0  nicht  enthalten,  ins  zweite  Blatt  von  X  zu  ver- 
legen. Die  Entwicklungskonstante  ^q  der  Greenschen  Funktion  g^ 
für  X,  die  im  Punkt  ic  =  0  unstetig  ist  und  längs  der  beiden  Ränder 
von  %  verschwindet,  ist  also  größer  als  alle  Konstanten  /  und  daher 
auch  größer  als  alle  y. 

Aber  auch  die  Beziehung  y^  <  lg  a  bestätigt  man  ohne  Mühe. 
Weisen  wir  nämlich   übereinander   gelegenen  Punkten   der  Fläche  X 

gleiche  Werte  der  Potentialfunktion  lg  -. — :  zu,  so  ist  die  Difi'erenz 

auf  der  ganzen  Fläche  %  unzweideutig  erklärt  und  stellt  eine  Potential- 
funktion vor,  die  in  %  durchweg  regulär  ist,  auf  dem  Rande  \tA)\^a 
verschwindet  und  auf  dem  Rande  |  M'"  |  =  d^   den  konstanten  positiven 

Wert  lg  7     annimmt.       Im    Innern    von   %    ist   daher   diese    Differenz 

überall  positiv  und  von  Null  verschieden,  insbesondere  ist  im  Punkte 

9^  =  lg  a  -  ;/„  >  0. 


Lim    lg  ^- 


Damit  sind  die  in  Satz  a)  enthaltenen  Behauptungen  als  richtig 
erkannt. 
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Aus  Satz  a)  ergibt  sich  der  weitere 

Satsi  ß).  Wenn  die  Eni wicTxlungskonstante  y  des  im  festen  Kreise 
\w^a  veränderlichen  Bereichs  ©  (jegen  lg  a  honvergiert,  so  nähert 
sich  die  Begrenzung  von  @  gleichmäßig  der  Kreisperipherie    tv\==a. 

y  bedeutet  dabei  wie  früher  die  Konstante  iu  der  Entwicklung 
der  Greensehen  Funktion  des  Bereiches  ©  für  den  Kreismittelpunkt 
IV  =  0  als  Uustetigkeitsstelle,  und  es  wird  natürlich  vorausgesetzt, 
daß  jeder  Bereich  ©  diesen  Punkt  in  seinem  Innern  enthält.  Be- 
zeichnen wir  den  kürzesten  Abstand  des  Randes  von  ©  vom  Anfangs- 
punkt IV  =  0  wie  zuvor  mit  d  {f?  >  0},  so  können  wir  unseren  Lehr- 
satz /3)  auch  so  aussprechen:  Zu  jeder  positiven  Zahl  a  läßt  sich  eine 
ziveite  positive  Zahl  t]  finden,  so  daß  für  alle  Bereiche  ©,  für  die 
0  <  lg  fl  —  7  <  r;  ist,   auch   die   Ungleichheiten  0  <C  a  —  d  <C  s  hestehen. 

Wäre  nämlich  diese  Behauptung  falsch,  so  könnte  man  eine 
Folge  von  Bereichen  ©  herstellen,  für  die  d  <i  a  —  s  verbliebe  und 
die  Differenz  lg  a  —  y  beliebig  klein  werden  könnte.  Dies  aber  ist 
nach   dem  Satz  a)  nicht  möglich,    da  Iga  —  ^' >  ^8' ^^  ~"  >^o  ^^^^  muß. 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  der  Satz  ß)  auch  umkehrbar  ist. 

Beim  Beweise  von  a)  hatten  wir  die  Veränderlichkeit  der  Be- 
reiche ©  dadurch  eingeschränkt,  daß  wir  sie  nur  im  Kreise  |  ?(^  |  ==  a 
variieren  ließen.  Jetzt  wollen  wir  zusehen,  ob  von  unseren  Sätzen  a) 
und  ß)  noch  etwas  übrig  bleibt,  wenn  wir  diesen  äußeren  Kreis  auf 
den  uneigentlichen  Punkt  ic  =  oo  zusammenschrumpfen  lassen. 

Wir  gehen  dann  fast  genau  so  vor  wie  früher,  das  Verfahren 
vereinfacht  sich  sogar  ein  wenig.  An  Stelle  der  (zweifach-zusammen- 
hängenden) Fläche  Z  tritt  eine  (einfach-zusammenhängende)  Fläche  X*, 
die  aus  der  Riemaunschen  Fläche  der  Funktion  ]/?t"  —  Öq  dadurch 
entsteht,  daß  man  die  Kreisfläche  iv  <C  d^  [dQ=  Öq  ]  etwa  aus 
ihrem  „oberen"  Blatte  entfernt.  Von  der  Greensehen  Funktion  (7o*  des 
Gebietes  X*  verlangen  wir  nur,  daß  sie  längs  der  einzigen  Grenz- 
linie '  w\  =  d^  verschwinde  und  ihre  Unstetigkeitsstelle  bei  ^^^  =  0 
habe.  Ihre  Entwicklungskonstante  nennen  wir  /q*.  Dann  findet  sich 
auf  demselben  Wege  wie  oben: 

Sat^  «*).  Ist  eine  positive  Größe  dQ  vorgegeben,  so  kann  man 
dazu  eine  siveite  y^*  auffinden,  so  daß  für  alle  schlichten  Bereiche  ©, 
die  den  Punkt  tv  =  0,  nicht  aber  den  Punkt  k  =  oo  enthalfen,  aus  der 
Bedingung  d  ^d^  für  die  kürzeste  Entfernung  d  des  Randes  vom 
Punkt  IV  =  0  die  Besiehung  y  <  y^  für  die  Entivicklungskonstanten  der 
zur  Stelle  ?ü  =  0  geJiörigen   Greensclien  Funktionen  folgt. 

Hieraus  ergibt  sich  wie  früher: 

Sat^  /?*).  Verändert  sich  der  Bereich  ©  derart,  daß  seine  Ent- 
wicklungskonstante  y  für  den  Punkt  w  =  0   über  alle  Grenzen  wächst, 
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SO  sieht  sich  seine  Begrenzung  gleichmäßig  auf  den  uneigenttichen 
PunJct  IV  =  oo  zusammen. 

Damit  soll  gesagt  sein:  Zu  jeder  positiven  Zahl  E  läßt  sich  eine 
zweite  positive  Zahl  H  angeben,  so  daß  für  alle  Bereiche  ©,  für  die 
7  >  H  ist,  auch  f/  >  E  sein  muß. 

Von  der  Zahl  y^*,  die  nur  von  d^  abhängig  ist,  kann  man  leicht 
zeigen,  daß  sie  bis  auf  eine  additive  Konstante  mit  dem  Logarithmus 
von  (Iq  übereinstimmt.  Bilden  wir  nämlich  die  über  der  ?(/'-Ebene 
ausgebreitete  Fläche  X*  durch  eine  Ahnlichkeitstransformation  iv^=^kiv 
{ /l  >  0 }  auf  eine  Fläche  X^*  ab,  so  hat  die  Entwicklungskonstante  y{^ 
der  neuen  Greenschen  Funktion,  die  zur  Minimalentfernung  d^  =  Xd 
gehört,  den  Wert 

Bezeichnen  wir  daher  den  Wert,  den  y^^  für  d^^l  annimmt,  mit  x, 
so  finden  wir 

(3)  yo*  =  lg^o  +  ^- 

Nunmehr  können  wir  aus  Satz  «*)  folgende  bemerkenswerte 
Folgerung  ziehen: 

Sat^  7).  Bildet  man  die  schlichte  Fläche  z  <C  q  eines  Kreises 
auf  alle  möglichen  Arten  konform  ah  auf  einen  schlicJiten  Bereich  ©, 
der  den  PunJd  tv  =  oc  nicht  enthält,  und  zwar  so,  daß  dabei  der  Pimld 
^  =  0  in  den  Punkt  ir  =  0  ühergeführt  tcird  und  daß  das  Vergrößerungs- 
verhältnis für  dieses  Stellenpaar  den  Wert  Eins  hat,  so  enthalten  alle  so 
entstehenden  Bereiche  ©  einen  Kreis  von  nicht  verschtvindendem  Radius 
um  den  Punkt  iv  =  0. 

Die  auf  das  Vergrößerungsverhältnis  bezügliche  Forderung  wird 
erfüllt,  wenn  man  für  die  abhängige  Veränderliche  w  eine  für  z  <C  Q 
konvergente  Potenzentwicklung  der  Form 

(4)  tv  =  z  -{-  Az^  -^Bz^  -\ 

annimmt. 

Die  Entwieklungskonstante  y  der  Greenschen  Funktion  eines 
Bereiches  @  für  den  Punkt  iv  =  0  als  ünstetigkeitsstelle  muß  nach 
der  Formel  (1)  von  Seite  21  den  Wert 

(5)  y  =  lg  P 

haben.  Nehmen  wir  nun  an,  der  Satz  y)  sei  falsch,  man  könne  also 
eine  Folge  von  Bereichen  ©  angeben,  für  die  die  zugehörige  Folge 
von   kürzesten  Abständen   d   gegen   Null    konvergiert.      Dann   könnte 

man  unter  diesen  Bereichen  einen  solchen  auswählen,    für  den  d<C, 

ist.  Dann  müßte  aber  nach  Formel  (3)  und  nach  Satz  a*)  die  zu- 
gehörige Entwicklungskonstante  y  d.  i.  lg  p  kleiner  als  y*  d.  i.  Igd^-^-x 
sein,  wodurch  der  Widerspruch  zutage  tritt. 
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§4. 
Konvergenzbeweis  von  Koebe. 

Auf  Grund  der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Hilfsätze  ß) 
und  ß*)  sind  wir  nunmehr  in  der  Lage,  den  in  §  2  angekündigten 
Beweis  des  Satzes  V  (S.  17)  durchzuführen.  Wie  zuvor  nehmen  wir 
an,  daß  der  einfach -zusammenhängende  Bereich  33,  den  wir  uns  über 
der  w-Ehene  ausgebreitet  denken  und  den  wir  durch  Näherungsbereiche 
93i,  932,  933  .  .  .  ausschöpfen,  offen  ist,  wodurch  der  Fall  (A)  vermieden 
wird.  Wir  denken  uns  für  jeden  der  Näherungsbereiche  93„  die  Green- 
sche  Funktion  g^^  gefunden,  die  in  einem  inneren  Punkte  C  von  S^, 
den  wir  in  den  Punkt  tv  =  0  der  schlichten  Ebene  verlegen  wollen, 
unstetig  wird  und  dort  eine  Entwicklunsf  zuläßt  ^ 

(f    =  Is  , — r  +  C„  +  •  •  • 

Zunächst  bemerken  wir  auf  Grund  einer  schon  wiederholt  angewandten 
Schlußweise,  daß  die  Folge  der  Entwicklungskonstanten  c„  aus 
wachsenden   Werten  besteht 

Ti  <  c,  <  C3  <  •  •  ■ 

Wir  werden  demnach  die  Möglichkeiten 

(B)  Lim  c,j  =  00 

n  =  30 

und 

(C)  Lim  c„  =  c 

zu  unterscheiden  haben. 

Wir  haben  also  zu  zeigen,  daß  der  Bereich  33  =  Lim  33,^  im  ersten 

n  =  00 

Falle  auf  die  punldierte  Ebene  und  im  zweiten  Falle  auf  die  schlichte 
Fläche  eines  .Kreises  eigentlich-konform  abgebildet  tverden  kann. 

Beginnen  ivir  mit  der  zweiten  Annahme,  setzen  wir  also  voraus, 
daß  die  aufsteigende  Folge  der  Zahlen  c„  einem  endlichen  Grenzwert  c 
zustrebt.  Dann  können  wir  zu  jeder  positiven  Zahl  r;  eine  positive 
ganze  Zahl  N  auffinden,  so  daß 

(6)  0<c„^„-c„<ry 

wird  für  alle  ganzzahligen  Werte  von  n  und  v,  die  den  Bedingungen 
n^  N  und  r  >  0  genügen. 

Bilden  wir  nun  zu  g^_^_^  die  konjugierte  Potentialfunktion  Ä„  +  »,, 
so  bewirkt  die  analytische  Funktion 

(7)  2„^^   =  e-i9„  +  v+i'>n  +  .)  ^ 

study,  Geometrie  II.  3 
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wie  wir  schon  früher  bemerkt  haben,  eine  konforme  Abbildung  des 
Gebietes  S„^,,  auf  die  schlichte  Kreisfläche  ^„_,,,,  ,<1,  und  der 
Punkt  C  geht  dabei  in  den  Mittelpunkt  ^„_^.f,  =  0  des  Kreises  über. 
Aus  dem  Gebiet  33,  entsteht  ein  schlichter  Teilbereich  S  des  Ein- 
heitskreises.  Denken  wir  uns  die  Potentialfunktionen  <7„^,.  und  g^  in 
die  Gaußschen  Ebene  der  Veränderlichen  ^„^,,  verpflanzt,  so  erhalten 
wir  hier  die  Greenschen  Funktionen  für  die  Kreisfläche  z^^  +  j.  <  1  und 
den  Bereich  ©    ,    .     Es  ist  also 

I  *n  +  *  I 

Für  g^  finden  wir  die  Entwicklung 

9n  =  Ig^  +  f„  +  •  •  •  =  Ig^^  -  (Cn  +  .  -  O  +  •  •  • 

I  'V  j  I  *n+  y  I 

Nennen  wir  die  Entwicklungskonstante  von  gf„  in  der  i^„^^- Ebene 
c       ,  so  haben  wir  also  gefunden 

n  +  V  '  o 

mithin  nach  (6) 

(10)  -7j<ü«,.<0. 

Die  Größe  c  nähert  sich  daher  mit  wachsendem  n  der  Null,  der 
Entwicklungskonstanten  des  Einheitskreises.  Jetzt  tritt  unser  Hilf- 
satz ß)  in  Tätigkeit,  demzufolge  sich  dann  auch  der  Rand  von  ©„  _,  ^ 
gleichmäßig  der  Kreisperipherie  nähern  muß.      Es  wird  also 

(11)  i-<"l<^, 

wenn  man  mit  d^  ^,  die  kürzeste  Entfernung  des  Randes  von  'B",  ^ 
vom  Punkt  0„  ,  ,  =0  bezeichnet. 

Nunmehr    ergibt    sich    eine    Abschätzung    für    die    Differenz    der 

Greenschen  Funktionen  ^„  + »,  —  <7„ .  Diese  ist  in  ©J*^^  ^  durchweg 
regulär,  nimmt  also  am  Rande  dieses  Bereiches,  wo  g^  verschwindet, 
ihre  extremen  Werte  an.  Im  Bereich  ^  ]  mit  Einschluß  des  Randes 
und  daher  auch  im  Gebiet  93„  gilt  also  die  Beziehung 

(12)  0^^„^„-^„<lg^^. 

Damit  ist  der  Beweis  erbracht,  daß  die  Folge  g^,  g.2,  Oz  •  •  •  '^^^ 
Potentialfunktionen  im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  33„  gleich- 
mäßig konvergiert    Die  Grenzfunktion  Lim  g^  =  g  ist  also  wieder  eine 
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Potentialfimktion^),  die  sich  in  jedem  Bereiche  93„  mit  Ausnahme  der 
Unstetigkeitsstelle  D  regulär  verhält.  Hier  hat  sie  eine  Entwicklung 
der  Form 

^  =  lg-T7-  +C  +  ••  •(c  =  Limc„}- 

Auf  dem  Rande  von  S3„  gilt  ferner,  "wie  aus  der  Formel  (12)  folgt, 
die  Abschätzung 

(13)  O^^^lg^. 

Nun    bilden    wir   zu  g   die    konjugierte   Potentialfunktion   //    und 
untersuchen  die  konforme  Abbildung,  die  durch  die  analytische  Funktion 

;2   =    e-  {3+«'') 

geleistet  wird.  Der  Bereich  S5„  geht  bei  dieser  Abbildung  in  einen 
Bereich  3*  der  ^r-Ebene  über,  der,  wie  man  zunächst  sieht,  den 
Punkt  ^  =  0  nur  einfach  überdeckt,  da  die  Funktion  g  -\-  ih  an  jeder 
von  C  verschiedenen  Stelle  von  !Ö„  den  Charakter  einer  ganzen 
Funktion  hat.  Ferner  folgt  aus  der  Formel  (13),  daß  der  Rand  von 
©*  sich  gleichmäßig  von  innen  her  an  die  Peripherie  des  Einheits- 
kreises anschmiegt: 

Daraus  folgt,  daß  die  ganze  Kreisfläche  -?  i  <  1  —  £  vom  Bereiche  S* 
schlicht  überdeckt  wird.  Hieraus  folgert  man  wiederum,  daß  durch 
unsere  konforme  Abbildung  der  Bereich  Ö  =  Lim  33„  in  das  schlichte 
Innere  des  Einheitskreises  ©  =  Lim  ©*   übergeführt  wird. 

Damit  ist  die  gewünschte  Jionforme  Ahhildung  des  Bereiches  53  her- 
gestellt und  somit  der  Existenzheiveis  für  den  Fall  Lim  c„  =  c  erledigt. 

Hierzu  ist  noch  folgende  Bemerkung  zu  machen.  Die  gleichmäßige 
Konvergenz  der  Folge  Oi,  g^-,  9z  •  •  •  wachsender  Potentialfunktionen  er- 
gibt sich  aus  der  Konvergenz  der  Folge  q,  c^,  c^--  auch  mittels  eines 
Satzes  von  Harnacli.-)  Bedient  man  sich  aber  dieses  Harnackschen 
Satzes,  80  hat  man  zunächst  keine  Abschätzung  für  die  Grenzfunktion  g 
auf  den  Rändern  der  Bereiche  ^„.  Das  hat  zur  Folge,  daß  dann 
nachträglich  umständlichere  Betrachtungen  nötig  werden,  wenn  man 
zeigen  will,  daß  das  Gebiet  3,  in  welches  33  durch  die  konforme 
Abbildung  übergeführt  wird,  schlicht  ist  und  den  Einheitskreis  aus- 
füllt '),  was  bei  dem  vorgeführten  Verfahren  von  Koebe  sehr  leicht 
zu  erledigen  war.  Außerdem  hat  dieses  Verfahren  noch  den  Vorzug, 
daß  sich  der  Fall  Lim  c„  =  oc   in  analoger  Weise  behandeln  läßt. 


1)  Osgood,  S.  571.  2)  Osgood,  S.  61.').  3)  Vgl.  0$good,  S.  626,  627. 
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Wenden  vir  tms  nun  zur  Annahme  Lim  c^  =  oo.  Man  sollte  er- 
warten, dieser  Fall  werde  sich  leichter  behandeln  lassen  als  der 
vorhergehende,  doch  treten  hier  im  Gegenteil  neue  Schwierigkeiten 
auf.     Zunächst  beginnt  man  ganz  ähnlich  wie  zuvor. 

Man  bildet  den  Bereich  ^„  +  ,  konform  ab  auf  eine  Kreisfläche 
^          {' Z   .      <e'^«  +  ''l    mit  dem  Radius  e'^^  +  v  durch  die  Funktion 

wobei  wieder  ^„^,.  die  Greensche  Funktion  von  S„^,,  für  den  Punkt  O 
im  Innern  von  33^  als  ün Stetigkeitsstelle  und  /^„^^  die  konjugierte 
Potentialfunktion  bedeutet.  Bei  h,^^^,  kann  man  über  die  noch  be- 
liebige additive  Konstante  etwa  so  verfügen,  daß  an  der  Stelle  D  das 
konstante  Glied  in  der  Entwicklung  von  ^,j_^,,  verschwindet.  Der 
Bereich  Ö„  geht  bei  dieser  konformen  Abbildung  in  ein  schlichtes 
Teilgebiet  ©["1_^  von  ^„^^,  über,  das  den  Mittelpunkt  ^  =  0  als  innern 

Punkt  enthält. 

Da  wir  die  Abbildung  so  eingerichtet  haben,  daß 

w  =  z,,^r  -t-  Azl^y  +  Bzl  +  r  H 

ausfällt,  so  hat  die  Greensche  Funktion  g ^^,  wenn  man  sie  als  Funktion 
des  Ortes  in  der  ^'^^, -Ebene  ansieht,  dieselbe  Entwicklungskonstante  c„ 
wie  in  der  ?t;-Ebene.  Aus  der  Divergenz  der  Folge  c^,  c^^  C3  .  .  . 
schließen  wir  daher  mittels  unseres  Hilfsatzes  /3*),  daß  für  hin- 
reichend großes  n  {w>A^}  und  beliebig  kleines  positives  £  für  den 
kürzesten  Abstand  ^^"^,  des  Randes  von  ©^"^  vom  Anfangspunkt  z  =  0 
die  Ungleichung 

(15)  ^r  <  ^ 

statt  hat. 

Bisher  o-incr  alles  im  alten  Geleise.  Jetzt  tritt  ein  neuer  Gedanke 
hinzu.  Wir  betrachten  außer  der  Greenschen  Funktion  jedes  Be- 
reiches S  noch  eine  andere,  auf  ähnliche  Art  gebildete  I^otential- 
funktion.  Die  Greensche  Funktion  von  !ö„  ist  dadurch  charakterisiert, 
daß  sie  erstens  auf  dem  Rande  verschwindet  und  zweitens  in  23„ 
überall  regulär  ist  mit  Ausnahme  einer  einzigen  Stelle  D,  wo  sie  un- 
stetig wird  wie 

IgJ-  =^  lg  V.   1) 

Nun    führen    wir   eine   Potentialfunktion   u^   ein,    die   folgendermaßen 


1)  Wir  bezeichnen,  wie  üblich,  durch  die  Zeichen  01  und  d  den  reellen 
Bestandteil  und  den  durch  i  geteilten  rein-imaginären  Bestandteil  einer  kom- 
plexen Größe. 
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definiert  ist.  w„  soll  auf  dem  Rande  von  S3„  ebenfalls  Null  und  im 
Innern  durchweg  regulär  sein  bis  auf  die  Stelle  O.  Hier  soll  u^  un- 
stetig werden  wie 

r  w  ' 

wenn  r  und  tp  Polarkoordinaten  in  der  Gaußschen  Ebene  der  Ver- 
änderlichen w  bedeuten.  Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  daß  die 
Funktionen  i/„  sich  gegenüber  konformen  Abbildungen  ebenso  invariant 
verhalten  wie  die  Greenschen  Funktionen  g^. 

.  Wir  erbringen  nun  den  Nachweis,  daß  die  Folge  der  so  gebildeten 
Funktionen  u^,  n.^,  %  .  .  .  gleichmiißig  gegen  eine  Potentialfunktion  u 
konvergiert.  Dazu  denken  wir  uns  die  Funktionen  k,^  und  w„_^,,  in 
die  0„_^,. -Ebene  verpflanzt.  Nennen  wir  hier  die  Polarkoordinaten  q 
und  CO,   so  ist  in  ©    , 

['^<  +  r-«J    =   {^'n  +  v-r'cOSw}   -    {u^  -  Q' '  COS  G}} 

und  daher 

^n  +  v  —  W«  '  ^  '   »n  +  ,   —  Q"^  COS  C3\-\-\   U„  -  p"  ^  COS  03  |  . 

Die  beiden  Ausdrücke  zwischen  den  Vertikalstrichen  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Ungleichung  sind  reguläre  Potentialfunktionen  in 
^„,,  und  ©^"^,  :  sie  nehmen  also  ihre  größten  Werte  auf  den 
Rändern  dieser  Gebiete  an.  Das  gibt,  da  «„.j.,,  auf  der  Periplierie 
des  Kreises  ^',,  ^j,  verschwindet,  die  Abschätzung 

(16)  h^„  +  v  -  Q-'  cos«  I  ^     l     <  -^y-Ky 

(Nr.  2,  15)  und  analog 

(17)  H„  -  Q- 1  COS  0)  I  £  j-^  -  <  Y  • 

Beide  Ungleichungen  gelten  gleichzeitig  im  Bereich  ^^.  ,,  mit  Ein- 
schluß des  Randes.  Für  denselben  Bereich  oder  nach  Rüekttbertragung 
in  die  ^(•-Ebene  für  den  Bereich  23 ^^  und  seinen  Kand  findet  man  durch 
Addition 

^n  +  V  «- 

Damit  ist  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Folge  u^,  u^,  u^  ...  er- 
wiesen.    Für  die  Grenzfunktion  u  gilt  in  !Ö„  die  Formel 

(19)  \n-uj£e, 
und  daher  für  den  Rand  von  S„ 

(20)  \u\£s. 
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Die  Potentialfunktion  u  ist  im  Inueru  von  ^„  überall  regulär  erklärt 
außer  an  der  Stelle  O,  wo  sie  eine  Entwicklung  zuläßt  von  der  Form 

u  =  m^  H 

w 

Genau  so  wie  wir  die  Funktion  ?(„  eingeführt  haben,  führen  wir 
nun  noch  eine  Potentialfunktion  v^  ein,  die  am  Rande  von  5Ö„  gleich 
Null  ist  und  sich  in  33„  regulär  verhält  mit  Ausnahme  der  Stelle  O, 
wo  ihre  Entwicklung  die  Form  annimmt 

"  IV 

Aus   dem  Verhalten   am    Rande   ersieht   man,    daß   v^  von   der  zu  u^ 
konjugierten   Potentialfunktion  v^^  verschieden  ist. 

Die  oben  für  die  Funktionen  m„  angegebenen  Ungleichungen 
gelten  in  derselben  Weise  auch  für  die  v^,  wenn  man  nur  an  Stelle 
des  Kosinus  überall  den  negativen  Sinus  einführt.  Es  existiert  daher 
auch  die  Gredzfunktion  Limt',/=v,  und  diese  genügt,  wie  m,  am 
Rande  von  '!Ö„  der  Bedingung 

(21)  V   £b. 

Ihre  Entwicklung  in  der  Umgebung  der  Stelle  D  hat  die  Form 

V  =  3 h  •  •  • 

IV 

Von  dieser  Funktion  v  zeigen  wir  nun,  daß  sie  die  zu  u  kon- 
jugierte Potentialfunktion  ist  oder,  was  dasselbe  besagt,  wir  zeigen, 
daß  M  -f  iv  eine  analytische  Funktion  von  iv  ist. 

Nach  (17)  ist  für  die  Funktion  u^  in  der  ^„- Ebene 

i  «*„  -  (>~ '  cos  c? !  <  4"  • 


2 
Ebenso  ist 


v„'  +  ()~  ^  sin  o  j  < 


und    daher    gilt    für    die    komplexe    Zusammenfassung    w„  -f  iv^    von 
Potentialfunktionen  der  ^,^-Ebene  die  Ungleichung 

1  {u^  -\-  i h\)  —  {q~^  cos  CO  —  iQ~^  sin  c?)  j  <  «. 


cos  (0  —  i()~^  sin  03  ==  —    ist    eine    analytische 

Funktion  in  der  ^„- Ebene,  die  wir  nach  der  zwischen  dem  Kreise  «*„ 
und  dem  Bereich  ^,^  bestehenden  konformen  Abbildung  auf  58„  über- 
tragen können  und  hier  mit  f,Xfv)  bezeichnen  wollen.  Aus  unserer 
letzten  Ungleichung  folgt  mit  Hilfe  der  Formel  (19)  und  der  analogen 
Formel  für  v 

I  (u  +  iv)  —  f^{w)  I  <  3£. 
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Die  nach  analytischen  Funktionen  fortschreitende  Reihe 

n  +  if.-Q-^dz-Q'r-'- 

konvergiert  somit  in  S^  gleichmäßig  gegen  u  +  iv,  und  daher  ist 
u  +  iv  nach  dem  Weierstraß^chen  Doppelreihensatz  ^j  selbst  analy- 
tisch  zunächst  in  33i  und  daher  überhaupt  in  93. 

Der  Schluß  des  Beweises  verläuft  nun  wieder  geradeso  wie  für 
den  Fall  Lim  c  ^  c.  Wir  haben  nur  noch  die  Abbildung  zu  unter- 
suchen,  die  durch  die  Funktion 

3  =  U  -{-  iv  =  f{lV) 

vermittelt  wird. 

Es  sei  ©^  das  durch  die  konforme  Abbildung  des  Bereichs  33,^ 
in  der  ^-Ebene  entworfene  Bild.  Da  die  Funktion  f{w)  eine  Entwick- 
lung hat 

z  =  f{w)  =  —  -(-  «0  +  a^iv  +  •  •  • 

und  da  die  Funktion  f{}v)  im  Inneren  von  33  mit  Ausschluß  der 
Stelle  0  den  Charakter  einer  ganzen  Funktion  hat,  so  überdeckt  der 
Bereich  S„  den  Punkt  z  =  oo  einfach.  Aus  den  Formeln  (20)  und 
(21)  folgt  überdies,  daß  für  den  Rand  von  lö,^  die  Beziehung 

\u  -\-  iv\  =  \f{}v)  I  <  2£ 

gilt.  Der  Rand  von  S„  liegt  daher  innerhalb  des  Kreises  '  z\  =  2«, 
und  daher  wird  jener  Punkt  des  Bereichs  |^|>2£  von  dem  Bereich  ©^ 
schlicht  überdeckt.  Der  Bereich  ©  =  Lim  ©^  überdeckt  also  die  Gauß- 
sche  Ebene  der  z  mit  Einschluß  des  Punktes  z  =  oo  und  mit  Aus- 
schluß des  Punktes  z  =  Q  schlicht.     Setzen  wir  endlich  noch 

so  ist  das  Bild  von  S  in  der  ^*-Ebene  die  schlichte  offene  oder  also 
die  punktierte  ^*- Ebene. 

Damit  ist  nun  auch  der  Beweis  des  Satzes  II  vollendet. 

Führt  man  zu  m„  noch  die  konjugierte  Potentialfunktion  v^^  ein, 
so  bemerkt  man,  daß  zwischen  der  Funktion  u„  -f  iv^  und  der  Funk- 
tion  z„=  e~  ''^^n~'n)  +  i>'n)     die   die   konforme  Abbildung   des  Bereiches 

71  7  O 

95„  auf  den  Kreis  ^„  leistete,  eine  Beziehung  besteht 

U    4-  IV    = ^-  • 


1)  Osgood,  S.  257. 
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Hieraus  ergibt  sich,  daß  auch  die  Grenzfuuktion  Lini*;^  existiert  und 

n  =00 

daß,  wie  wir  am  Schlüsse  des  §  1   behauptet  hatten, 

Lim  z„  =  .,     =  s* 
„  =  =0    "       /(«^O 
ist. 

Wir  wollen  hier  anmerkungsweise  eine  wichtige  Anwendung  erwähnen,  die 
man  von  dem  Satze  II  machen  kann,  nämlich  eine  Anwendung  auf  die  sogenannte 
Un  iform  is  ieru  ngsth  eorie . 

Ist  eine  beliebige  analytische  Beziehung  iv  =  f{z)  vorgelegt,  so  kann  man 
sich  die  Frage  stellen:  Ist  es  möglich,  ir  und  z  derart  als  eindeiitifie  analytische 
Funktionen  eines  Parameters  t  darzustellen  «<;=«(<),  s  =  z{t),  daß  man  durch 
analytische  Fortsetzung  der  beiden  Funktionen  «(/•(/),  z{t)  alle  Wertepaare  u\  z 
erschöpft,  die  man  durch  analytische  Fortsetzung  der  gegebenen  Funktion  «•  =  /'(2:) 
gewinnen  kann?  Dies  ist  das  allgemeinste  Uniformisierungsproblem  für  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen. 

Es  gilt  nun,   wie  wir  nicht  näher  ausführen  wollen,  folgender  Satz: 

tiher  der  Riemannschen  Fläche  X,  die  zu  einer  beliebigen  analytischen 
Funktion  lo  =  f{z)  gehört,  läßt  sich  stets  auf  eine  und  nur  eine  Art  eine  relativ- 
unverzweigte,  unendlich -vielblättr ige  und  einfach-zusammenliängende  über- 
lagerungsjläch e  konstruieren .  ^) 

Auf  Grund  dieser  Tatsache  kann  man  sofort  mit  Hilfe  des  Satzes  II  die  Mög- 
lichkeit einer  Üniformisierung  einsehen.  Denken  wir  uns  nämlich  die  Uberlage- 
rungsfläche  entweder  (A)  auf  die  ganze  Riemannsche  Kugel  der  Veränderlichen  t 
oder  (B)  auf  die  punktierte  Kugel  oder  endlich  (C)  auf  das  Innere  eines  Kreises 
auf  dieser  Kugel  umkehrbar  eindeutig  und  konform  abgebildet,  so  entspricht 
jedem  Wert  von  t  im  Innern  des  einen  oder  anderen  Gebietes  ein  Punkt  der 
Überlagerungsfläche  und  damit  ein  einziger  Punkt  der  überlagerten  Fläche  Z. 
Da  sich  im  Falle  (C)  die  kreisförmige  Begrenzung  des  Bereichs  der  Veränder- 
lichen t  als  natürliche  Grenze  des  simultanen  Funktionenpaares  wit)  und  z{t)  er- 
weist, so  sind  diese  Funktionen  tatsächlich  eindeutig. 

Die  Möglichkeit  dieser  „Grenzkreisuni formisierung"  wurde  zum  erstenmal 
Tollständig  bewiesen  im  Jahre  1907  von  Poincare  und  Koebe.  -) 

Zwei   Zweige   der   Funktion  t{z,ic),  die  in  übereinanderliegenden  Blättern 
der  Überlagerungsfläche   ausgebreitet  sind,   gehen    durch  linear-gebrochene  Sub- 
stitutionen auseinander  hervor.     Ist  die  Riemannsche  Fläche  2;  vorgelegt,  so  ist 
die    zugehörige   Veränderliche   t    bis    auf  linear -gebrochene   Substitutionen  ein- 
■  deutig  bestimmt. 

Bei  algebraischen  Riemannschen  Flächen  'Z  tritt  der  Fall  (A),  (Bj  oder  (C) 
ein,  je  nachdem  das  Geschlecht  von  X  gleich  Null,  gleich  Eins  oder  größer  als 
Eins  ist.  —  Die  wirkliche  Herstellung  der  uniformisierenden  Veränderlichen 
t{z,  w)  ist  nur  in  wenigen  Fällen  gelungen. 

Wer  uns  bis  hierher  aufmerksam  gefolgt  ist,  wird  bemerkt 
haben,  daß  ein  wichtiger  Punkt  unerledigt  geblieben  ist.  Wir  haben 
kein  allgemein  brauchbares  Kriterium  gefunden,  mit  dessen  Hilfe  man 
die  Fälle  J5,  C  trennen  könnte.  Diese  Frage  ist  nur  verschoben  wor- 
den, und  es  ist  nicht  daran  zu  denken,  daß  die  Funktionenfolgen,  deren 


1)  Vgl.   die   Entwicklungen   auf  der  nächsten   Seite   und   das  Beispiel    auf 
S.  39  oben. 

2)  Vgl.  die  Zitate  auf  S.  13. 
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Existenz  wir  erschlossen  haben,  wirklich  hergestellt  werden  könnten,  abge- 
sehen von  trivialen  Fällen,  in  denen  ein  Problem  überhaupt  nicht  vorliegt. 

Indessen  lassen  sich  in  einigen  Fällen  hinreichende  Kriterien  her- 
stellen. 

Bemerken  wir  zunächst,  daß,  wenn  ein  einfach- zusammenhängen- 
der Bereich  !ö  vorliegt,  wir  mit  ihm  nochmals  die  Operationen  vor- 
nehmen können,  die  wir  in  §  1  an  der  schlichten  Kugelfläche  an- 
gestellt haben.  So  entsteht  ein  Bereich  ^*,  von  dem  wir  sagen  wollen^ 
er  sei  über  dem  Bereich  33  l'onsiruiert,  oder  er  sei  ein  Relativhereich 
zu  33.  Wir  nehmen  an,  daß  33*  ebenfalls  einfach  zusammenhängt 
und  von  33  verschieden  ist.  33*  fällt  dann  auch  wieder  unter 
die  Definition  der  Bereiche  33,  d.  h.  der  Bereich  33*  kann  auch  un- 
mittelbar von  der  Kugel  aus  konstruiert  werden.  Während  alle  Be- 
reiche 33  ihrerseits  von  der  schlichten  Kugel  oder  einem  Kugelstück 
schlicht  (einfach)  überdeckt  werden  (so  nämlich,  daß  jedem  Punkte 
von  $^  ein  einziger  Kugelpunkt  entspricht),  gilt  für  den  Bereich  33* 
außerdem ,  daß  er  von  33  oder  von  einem  Teile  von  33  schlicht  (ein- 
fach) überdeckt  wird,  und  durch  dessen  Vermittlung  dann  von  einem 
schlichten  Kugelstück.  Ein  in  33  angenommener  über  33  schlichter 
Bereich  33'  wird  dann  den  Bereich  33*  möglicherweise  ganz  oder  gar 
nicht,  möglicherweise  in  Teilbereichen  33/^^,  33^*,  • .  ■  schlicht  überdecken. 
Daher  gibt  eine  in  33  eindeutige  analytische  Funktion  f  bei  passend 
gewähltem  Existenzbereich  zur  Entstehung  von  einer  oder  mehreren 
Funktionen  f\*,  f.^,  .  .  .  Veranlassung,  die  in  33i*,  33^*,  .  .  .  und  also 
auch  in  33*  oder  in  einem  Teile  von  33*  existieren  und  dort  eben- 
falls eindeutig  sind. 

Alles  dieses  gilt  insbesondere,  wenn  33  ein  schlichter  Bereich^ 
vielleicht  auch  die  ganze  schlichte  Kugelfläche  selbst  ist. 

Der  Bereich  33*  kann  nach  seiner  Definition  den  Bereich  33  zwar 
nicht  allenthalben  einfach,  wohl  aber  allenthalben  überdecken.  Es 
kann  aber  auch  sein,  daß  er  gewisse  Punkte  von  33  freiläßt. 

Denken  wir  uns  beispielsweise  die  ßiemannsche  Fläche  der 
Funktion  s  =  arc  tg  ic  als  Bereich  33*  über  der  ganzen  Kugelfläche 
(58)  konstruiert,  so  läßt  sie  die  zwei  Punkte  iv  =  +  i  frei,  und 
ebenso  läßt  der  Bereich,  den  wir  aus  der  Riemannschen  Fläche 
der  Funktion  ^  =  lg  tv  abgeleitet  hatten  (S.  10)  zwei  Punkte  frei, 
nämlich  die  Punkte  w  =  0  und  tv  =  oc.  Beide  Bereiche  gehören 
zum  Typus  (B).  Ein  besonders  interessantes  Beispiel  aber  hat  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen  geliefert.  In  dieser  gelangt 
man  nämlich  zu  einer  Riemannschen  Fläche  mit  unendlich  vielen 
logarithmischen  Verzweigungspunkten,  die  alle  über  denselben  drei 
Stellen    der    schlichten   Kugel   oder   Ebene    liegen.^)     Läßt    man    nun 


1)  Ausführlich  behandelt  bei  Osgood,  S.  611 — 615. 
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aus  der  Riemannschen  Fläche  die  logarithmischen  Verzweigungspunkte 
weg,  so  bleibt  ein  einfach  -  zusammenhängender  Bereich  33*  übrig, 
der  zum  Typus  (C)  gehört,  und  drei  Stellen  der  schlichten  Kugel- 
fläche nicht  bedeckt. 

Der  Leser  möge  nun,  unter  Benutzung  des  Vorgetragenen,  die 
folgenden  Lehrsätze  beweisen: 

„Läßt  ein  einfach- zusammenhängender  Bereich  23*,  der  über  einem 
Bereich  33  vom  Typus  (A)  konstruiert  ist,  mindestens  einen  Punkt 
von  S  frei,  so  gehört  er  zum  Typus  (B)  oder  (C);  läßt  er  drei  oder 
mehr  Punkte  frei,  so  gehört  er  zum  Typus  (C)."  ^) 

„Wenn  ein  einfach -zusammenhängender  Bereich  93*  über  einem 
Bereich  23  des  Typus  (B)  konstruiert  ist,  so  gehört  er  zum  Typus 
(B)  oder  (C),  und  wenn  er  über  einem  Bereich  vom  Typus  (C)  kon- 
struiert ist,  so  gehört  er  ebenfalls  zum  Typus  (C)." 

Für  uns  kommt  ein  Spezialfall  hiervon  besonders  in  Betracht. 
Es  kann  nämlich  sein,  daß  der  Bereich  23*  eine  ganze  Umgebung 
eines  Punktes  von  23  nicht  überdeckt.  Wir  können  dann  sagen,  zu 
dem  Bereich  23*  gehören  (nicht  in  ihm  selbst,  sondern  in  23  ge- 
legene) äußere  Fimlde.     Es  folgt  dann: 

Gehören  zu  dem  einfach  -  zusammenhängenden  Relativbereich  23* 
äußere  Punkte,  so  kann  er  immer  konform  ahgehildet  tverden  auf  das 
Innere  einer  Kreisßäche. 

Dies  trifft  zum  Beispiel  zu  bei  jedem  über  der  Gaußschen  Ebene 
schlicht  ausgebreitetem  Bereich,  der  ganz  im  Endlichen  liegt,  mag  er 
wie  auch  immer  begrenzt  sein.  Aber  ebenso  gehören  ja  hierher  alle 
die  speziellen  von  analytischen  Kurvenstücken  begrenzten  Bereiche, 
deren  wir  uns  zuvor  zu  Beweiszwecken  bedient  hatten.  —  Ein  anderer 
hierher  gehöriger  Satz  ist: 

„Hat  ein  schliclder  einfach- zusammenhängender  Bereich  zwei  ver- 
schiedene Grenzpunktc  a  und  h  i^und  daher  ihrer  unendlich  viele),  so 
gehört  er  zuyn  Typus  (C)." 

Die  Funktion 


.;.       -|  /iv  —  a 


ist  nämlich  in  unserm  einfach  zusammenhängenden  Bereich  unverzweigt 
und  daher  eindeutig,  wenn  wir  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Bereiches 
einen  der  beiden  Wurzelwerte  auswählen.  In  der  ^r*-Ebene  erhalten  wir 
aber  als  Bild  des  gegebenen  Bereiches  einen  neuen,  der  ein  zweidimen- 

1)  Der  Gedankengang  des  Beweises  wie  bei  Osgood ,  S.  616 — 619.  Der 
zweite  Satz  ist  eben  der  ursprünglich  von  Poincare  und  Osgood  begründete.  Vgl. 
noch  Koehe,  Grelles  Journal  139  1911)  S.  -251—292  und  besonders  S.  261  und 
-§  5,  S.  280-283. 
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sionales  Gebiet  freiläßt,  also  tatsächlich  einen  Bereich  vom  Typus  (C). 
Ferner  findet  sich: 

Es  möge  ein  einfach- zusammenhängender  Bereich  53  an  ein  Stück 
einer  analytischen  Kurve  derart  anstoßen,  daß  alle  Funkte  in  einem 
genügend  scJnnalen  Streifen  längs  des  Kurvenstiicks  dem  Bereiche  an- 
gehören, die  Punkte  des  Kurvenstücks  seihst  aber  nicht.  Bann  kann 
dieser  Bereich  konform  abgebildet  u  erden  auf  das  Innere  einer  Kreisfläche. 

Biese  Abbildung  ist  auch  noclt  konform  für  alle  regulären  Punkte 
des  Kurvenstücks:  Bie  Abbildungsfunktion  u-{z)  oder  w{ß)  kann  über 
das  Kurvenstück  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden.^) 

§5. 
Greuzpunkte  spezieller  Bereiche.    Raudpnukte. 

Die  vorausgehenden  Entwickluncren  beziehen  sich  alle  auf  den 
Begriff  Bereich.  Diesen  hatten  wir  in  §  2  erklärt  als  eine  Menge 
von  Punkten,  die  die  schlichte  Kugelfläche  ganz  oder  zum  Teil  ein- 
oder  mehrfach  bedeckt,  und  außerdem  gewissen  Forderungen  genügt. 
Unter  diesen  Forderungen  befindet  sich  eine,  die  aussagt,  daß  eine 
als  Bereich  zu  bezeichnende  Menge  nur  innere  Punkte  enthalten  darf. 
Wir  haben  nun  gelegentlich  schon  darauf  bingewiesen,  daß  diese  Be- 
griffsbestimmung in  den  Untersuchungen  über  konforme  Abbildung 
erst  ziemlich  spät  hervorgetreten  ist.  Und  so  zweckmäßig  sie 
sich  dadurch  erwiesen  hat,  daß  sie  es  ermöglicht,  den  Vieles  um- 
fassenden Satz  n  in  §  2  zu  formulieren,  so  wird  sich  doch  nicht 
leugnen  lassen,  daß  sie  in  manchen  Fällen  etwas  Gewaltsames  an  sich 
hat.  So  mußten  wir  aus  der  Riemannschen  Fläche  der  Funktion 
lg  w  die  beiden  Punkte  ic  =  0  und  u-  =  :xd  wegnehmen,  um  eine 
unseren  Forderungen  genügende  Punktmenge,  also  einen  „Bereich" 
zu  erhalten. 

Xicht  anders  steht  es  mit  der  Punktmenge,  die  von  allen  inneren 
Punkten  einer  Kreisfläche  gebildet  wird.  Die  älteren  Georaeter  haben 
nicht  daran  gedacht ,  bei  Fragen  der  konformen  Abbildung  einer 
Kreisfläche  auf  andere  Flächenstücke  von  den  Punkten  der  Kreislinie 
selbst  abzusehen,  wie  wir,  nach  dem  Vorgange  von  Poincare,  Osgood  und 
Koebe,  es  zweckmäßig  gefunden  haben.  Und  in  der  Tat  werden  durch 
dieses  Verfahren  Probleme  zurückgeschoben,  die  sich  ganz  von  selbst 
darbieten.  Unzweifelhaft  hat  die  wenn  auch  noch  zu  unbestimmte 
Frage  Interesse:  Was  wivd  bei  lonf armer  Abbildung  des  Inneren  einer 
Kreisfläche  auf  einen  anderen  einfach -zusammenhängenden  Bereich  aus 
den  Punkten  der  Handlinie? 


1)  Vgl.    Osgood,    S.  580 — 588.     Statt   „regulär"    sagt    Osgood   „analytisch", 
S.  583,  584. 
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Leider  gehören  diese  und  ähnliche  Fragen  zu  denen,  die  sich 
leichter  aufwerfen  als  streng  fassen  und  beantworten  lassen.  Die 
folgenden  Beispiele  werden  dazu  dienen,  einen  Begriff  von  der  Mannig- 
faltigkeit der  Vorkommnisse  zu  geben,  die  bei  solchen  Untersuchungen 
auftreten  können. 

1.  Eine  Kreisfläche  werde  auf  einen  anderen  Bereich  konform 
abgebildet  durch  einen  Zweig  einer  algebraischen  Funktion,  der  für 
das  Innere  des  Kreises  eindeutig  erklärt  ist.  Sicher  wird  dann  der 
zweite  Bereich  von  einer  geschlossenen  Kurve  begrenzt,  die  sich  aus 
einer  endlichen  Zahl  von  Stücken  analytischer  (und  zwar  algebraischer) 
Kurven  zusammensetzt. 

2.  Es  werde  das  schon  (S.  35,  36)  angeführte  Beispiel  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen  betrachtet.  Auf  dem  Rande 
der  abzubildenden  Kreisfläche  gibt  es  eine  überall  dichte  Menge  von 
Punkten,  deren  jedem  durch  die  Abbildung  noch  ein  bestimmter  Bild- 
punkt zugeordnet  wird.^)  Dieser  Bildpunkt  gehört  nicht  zu  dem 
durch  die  Abbildung  erzeugten  Bereich,  wohl  aber  gehört  er  zu  der 
Riemannschen  Fläche,  die  der  Umkehrung  der  Abbildungsfunktion 
entspricht.  Er  ist  einer  der  logarithmischen  Verzweigungspunkte 
dieser  Fläche.  Punkten  der  Kreislinie  aber,  die  der  bezeichneten  Menge 
nicht  angehören,  ordnet  die  konforme  Abbildung  überhaupt  keinen 
Bildpunkt  zu.     Wir  sehen  also: 

Es  kann  eintreten,  daß  eine  Randkurve  sich  sozusagen  teilweise 
verflüchtigt,  derart,  daß  nach  Ausführung  der  konformen  Abbildung 
nur  noch  eine  diskrete  Menge  von  Punkten  zu  finden  ist,  die  Punkten 
der  Randkurve  entsprechen. 

3.  Lehrreich  ist  auch  schon  ein  noch  viel  einfacheres  Beispiel: 
tc  =  e^.  Die  nicht  abgeschlossene  (punktierte)  ^ -Ebene  wird  durch 
den  Punkt  ^  =  oo  zu  einem  abgeschlossenen  Kontinuum  ergänzt. 
Diesem  einen  Punkt  werden  dann  durch  die  Funktion  ic  =  e~,  und  so- 
mit auf  gewisse  Art  auch  durch  die  Abbildung^),  deren  zwei  zugeordnet, 
nämlich  die  beiden  Verzweigungspunkte  iv  =  0  und  iv  =  oo  der  Funk- 
tion ^  ==  lg  IV  (ihrer  Riemannschen  Fläche). 

4.  In  dem  Beispiel  iv  =  e^,  cRz  ^  0  entspricht  der  durch  die 
Ungleichung  bestimmten  Halbebene,  also  einem  kreisförmigen  Bereich 
mit  Einschluß  des  Randes,  ein  Stück  der  Riemannschen  Fläche  von 
lg  IV ,  das  begrenzt  wird  durch  eine  (unendlich  oft  überdeckte  und 
daher  nicht  in  sich  zurücklaufende)  Kreislinie  und  einen  einzelnen 
PunJit. 

5.  Man  betrachte  ein  überall  endliches  Integral  z  auf  einem  ellip- 
tischen   Gebilde,    etwa    auf   der    Riemannschen    Fläche    der   Funktion 


1)  Wir  begnügen  uns  hier,  wo  ein  Mißverständnis  nicht  wohl  möglich  ist, 
mit  diesen  Andeutungen,  und  geben  erst  weiter  unten  eine  genauere  Erklärung. 
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|/l  —  tv^.  Nach  geeigneter  Überdeckung  dieser  Fläche  mit  unendlich 
vielen  Blättern  wird  das  Integral  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes 
auf  der  so  erhaltenen  neuen  Riemannschen  Fläche.  Diese  hat,  über 
der  w-Ebene  konstruiert,  nur  einfache  Verzweigungspunkte  in  unend- 
licher Zahl,  die  über  eben  den  Stellen  liegen,  wo  "|/l  —  zv^  verzweigt 
ist.  Sie  ist  einfach  zusammenhängend.  Durch  das  Integral  2  wird 
sie  (im  weiteren  Sinne  des  Worts)  konform  abgebildet  auf  die  punk- 
tierte Ebene.  Betrachtet  man  dieselbe  Abbildung  im  umgekehrten 
Sinne,  also  die  Abbildung  durch  die  Umkehrungsfunktion  tv(2),  so 
verschwindet .  die  Stelle  ^  =  00,  die  mau  der  punktierten  Ebene  als 
Grenzpunkt  hinzufügen  kann,  bei  dem  Abbildungsprozeß  völlig. 

Wir  betrachten  weiterhin  nur  noch  Bereiche,  die  dem  von  uns  mit 
(C)  bezeichneten  Typus  angehören,  und  entnehmen  für  diesen  FaU  un- 
seren Beispielen  die  Veranlassung,  die  vorhin  aufgeworfene  Frage 
einzuschränken  und  zu  präzisieren.  Dabei  werden  wir  schrittweise 
vorgehen. 

Wir  nehmen  zunächst  einen  über  der  schlichten  Kugelfläche  kon- 
struierten einfach-zusammenhängenden  Bereich  21  des  Typus  (B)  oder 
(C)  an,  der  auch  mit  der  punktierten  Kugel  oder  mit  dem  Inneren 
einer  schlichten  Kreisfläche  zusammenfallen  darf.  Über  diesem  Be- 
reich St  denken  wir  uns  einen  anderen  einfach  -  zusammenhängenden 
Bereich  33  konstruiert,  der  %  nur  zum  Teil  und  dabei  einfach  über- 
deckt; so  daß  also  jeder  Punkt  von  53  zugleich  ein  Punkt  von  %  ist, 
und  dieser  wieder  ein  bestimmter  Punkt  von  S,  während  es  in '2t 
auch  Punkte  gibt,  die  nicht  zu  33  gehören.  Es  kann  nun  sein,  daß 
jede  unendliche  Menge  von  Punkten  in  93,  aufgefaßt  als  Menge  von 
Punkten  in  2t,  in  2t  (wenigstens)  eine  Häufungsstelle  hat.  Diese  Häufungs- 
stelle nennen  wir  dann  eine  Grenzstelle  oder  einen  Grenzpunli  von  33. 
Der  Relativbereich  33  gehört  nach  dem  Satze  auf  S.  30  zum  Typus  (C ). 
Fügen  wir  seine  sämtlichen  Grenzstellen  hinzu,  so  entsteht  eine  neue 
Punktmenge  33,  die  wir  als  Erweiterung  von  33  bezeichnen.^) 

Die  erklärte  Meüge  SS,  die  Erweiterung  von  33,  ist  also  wie  33 
selbst  ein  Kontinuum.  Sie  ist  aber,  im  Gegensatz  zu  33,  gleich  den 
Bereichen  des  Typus  (A),  ein  abgeschlossenes  Kontinuum:  Jede  in  ihr 
enthaltene  unendliche  Punktmenge  hat  Häufungsstellen,  und  alle  diese 
gehören  der  Menge  33  selbst  an. 

2t  läßt  sich  nun,  im  engeren  oder  weiteren  Sinne  konform,  auf 
die  nicht  abgeschlossene  Gaußsche  Ebene  oder  auf  das  Innere  einer 
Kreisfläche  abbilden.  In  beiden  Fällen  geht  dann  ^  sowohl  wie  S8 
in  eine  Punktmenge  über,  die  ganz  im  Innern  eines  Kreises  liegt, 
und  einen  Teil  dieses  Innern  scldicht  überdeckt.  Daher  bedeutet  es 
gegenüber   den   starken    Einschränkungen,    denen   wir   den  Bereich  33 

1)   SB  ist  die  derivierte  Menge  oder  Ableitung  der  Punktmenge  35. 
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schon  unterworfen  haben,  keine  weitere,  wenn  wir  nun  voraussetzen, 
daß  der  Bereich  51  die  punktierte  Ebene  selbst  oder  das  schlichte 
Innere  eines  Kreises  ist. 

Damit  nimmt,  für  unseren  Fall,  die  oben  aufgeworfene  Frage 
die  folgende  präzisere  Form  an: 

Auf  der  Biemannschen  Kugelfläche  ist  ein  schlichter  einfach  zu- 
sammenliängender  Bereich  33  t/rgchen,  dem  äußere  PnnJäe  siüiommen 
(S.  36).  Es  wird  nach  der  Beschaffenheit  der  Punktmenge  (55  gefragt, 
die  von  den  Grenzpunkten  dieses  Bereichs  gebildet  wird,  und  insbesondere 
nach  der  Zuordnung  zivischen  den  Punkten  dieser  3Ienge  (55  und  den 
Punkten  einer  Kreislinie,  die  hervorgenifen  tcird  durch  irgendeine  kon- 
forme Abbildung  von  93  auf  das  Innere  Ä'  der  Kreislinie. 

Den  hier  gebrauchten  Ausdruck  Hervorgerufen -^y erden  erklären 
wir  so;  Man  denke  sich  in  33  oder  Ä  eine  unendliche  Menge  von 
Punkten,  die  eine  einzige  Häufungsstelle  in  einem  Grenzpunkt  hat. 
Dieser  entspricht  dann  in  ^  oder  ^  eine  unendliche  Punktmenge, 
deren  Häufungsstellen  ausschließlich  in  Grenzpunkten  liegen  können. 
V^on  der  Zuordnung  zwischen  Grenzpunkten  von  93  und  solchen  von 
Ä,  die  auf  diese  Art  bestimmt  wird,  sagen  wir,  sie  werde  „durch  die 
Abbildung  hervorgerufen'^  • 

6.  Man  konstruiere  über  der  oberen  Halbebene  {y  >  0)  einen 
Bereich,  der  begrenzt  wird  durch  die  Abszissenachse  {y  =  0)  und  ein 
sich  in  die  obere  Halbebene  hinein  erstreckendes  Stück  der  Ordinaten- 
achse  (etwa  x  =  0,  ^^1).  Dann  ist  klar,  daß  man,  mindestens  in 
verwickeiteren  Fällen  ähnlicher  Art,  nicht  zur  Erkenntnis  einer  ein- 
fachen Gesetzmäßigkeit  kommen  wird,  wenn  man  sich  nicht  ent- 
schließt, jeden  Punkt  der  auf  der  Ordinatenachse  gelegenen  Strecke, 
mit  Ausnahme  des  Endpunktes  (x  =  0,  y  =  1)  zueimal  zu  setzen. 
Stößt  doch  der  konstruierte  Bereich  93  von  beiden  Seiten  her  an  diese 
Strecke  an. 

7.  Daß  es  nötig  werden  kann,  gewisse  Punkte  mehr  als  zweimal, 
auch  unendlich  oft  zu  setzen,  zeigt  ein  Bereich  $8,  der  mit  Winkeln 
oder  Spitzen  mehrmals  —  beliebig  oft  —  an  einen  bestimmten  Punkt 

des  Bereichs  3(   herantritt. 

Es  wird  also  eine  neue  Defini- 
tion nötig:  Man  muß  die  Punkte  der 
Menge  &  zum  Teil  mehrfach  über- 
decken. Als  entscheidend  wird  man 
dabei  vielleicht  zunächst  das  Ver- 
j-ig  3  halten    gewisser    (einfacher)    Kurven 

betrachten  wollen,  die  von  einem 
Punkte  von  &  ausgehen  und  in  ihm  endigen:  Fig.  o  zeigt,  wie  ge- 
wisse solche  Kurven,  die,  abgesehen  von   ihren  Endpunkten,  ganz  im 
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Innern  von  33  verlaufen,  auf  Punkte  zusammengezogen  werden  können^ 
und  andere  nicht.  Dem  zweiten  Fall  würden,  im  Beispiel,  bei  Koinzi- 
denz des  Anfangs-  und  Endpunktes  in  @,  doppelt  zu  setzende  Grenz- 
punkte entsprechen.  Aber  was  in  diesem  Beispiel  noch  zutriflFt,  daß 
nämlich  eine  in  21  verlaufende  uud  abgesehen  von  ihren  Endpunkten 
in  33  liegende  einfache  Kurve  (S.  8,  Anm.  1)  in  beliebigen  Punkten 
von  (5J  anfangen  und  endigen  kann,  erweist  sich  als  unmöglich  im 
nächsten  Beispiel: 

8.  Wir  konstruieren  jetzt  mit  Osgood  Strecken  von  der  Länge 
Eins  (0^1/^1)  parallel  zur  Ordinatenachse  nicht  nur  bei  x  =  0^ 
sondern  auch  an  allen  Stellen,  deren  Abszissen  die  Form 

±|(;.  =  1,2,  3,  ...) 

haben.  Der  Bereich  33  soll  von  allen  Punkten  der  oberen  Halbebene 
gebildet  werden,  die  nicht  auf  einer  der  konstruierten  Strecken  liegen. 

Es  ist  klar,  daß  alle  Punkte  der  zuerst  konstruierten  Strecke 
(x  =  0,  y  ^  1)  auch  jetzt  noch  Grenzpunkte  von  33  sind,  daß  sie 
aber  fast  alle  {x  =  '0,  ?/<]),  wie  man  sagen  darf,  unerreichhar  sind^): 
Es  ist  unmöglich,  einen  inneren  Punkt  des  Bereichs  33  mit  einem 
dieser  letzten  Grenzpunkte  durch  eine  abgesehen  von  ihrem  einen 
Endpunkt  in  33  verlaufende  einfache  Kurve  zu  verbinden.  Ebenso 
ist  es  unmöglich,  irgendeinen  dieser  Punkte  {x  =  Q,  1/<1)  durch  eine 
analytische  Kurve  derart  zu  approximieren,  daß  nicht  gleichzeitig 
auch  noch  weitere  Grenzpunkte  approximiert  würden.  Auch  ist  es 
unmöglich,  ihn  von  innen  her  mit  einer  Kurve  von  endlicher  Bogen- 
länge zu  approximieren.  Schließlich  leuchtet  auch  ein,  daß  bei  stetiger 
Abbildung  des  Inneren  eines  solchen  Bereichs  auf  das  Innere  einer 
Kreisfläche  eine  dadurch  etwa  bewirkte  Zuordnung  der  Grenzpunkte 
beider  Bereiche  gewiß  nicht  überall  stetig  ausfallen  kann. 

Alle  anderen  Grenzpunkte  sind  so  beschaffen,  daß  eine  sonst  in 
33  verlaufende  einfache  Kurve  in  ihnen  endigen  kann,  sie  sind  erreich- 
bar.^)   Überdies  sind  sie  auch  auf  Stücken  gerader  Linien  erreichbar. 

9.  Das  letzte  Beispiel  läßt  sich  so  abändern,  daß  man  die  nega- 
tiven Abszissen  entsprechenden  Strecken  (x  <C0,  0<?/^l)  wegläßt. 
Jetzt  ist  wieder  jeder  Grenzpunkt  von  23  erreichbar,  aber  die  den 
Wertepaaren  x  =  0,  y  <C  1  entsprechenden  Grenzpunkte  sind  nur  von 
einer  Seite  her  [x  <  0)  erreichbar. 

10.  Das  folgende  Beispiel  ist  eine  unwesentliche  Abänderung 
eines  solchen,  das  wir  einer  brieflichen  Mitteilung  von  C.  Carathcodory 
verdanken. 


1)  Die  Begriffe  erreichbar,  unerreichhar  rühren  von  Herrn  A.  Schoenflies  her 
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Der  zu  konstruierende  Bereich  S  besteht  aus  der  im  Unendlichen 
abgeschlossenen  Gaußschen  Ebene,  aus  der,  wie  in  den  Beispielen  8 
und  9,   die  Punkte  gewisser  Strecken  weggenommen  werden. 

Zunächst  werden  auf  den  beiden  Koordinatenachsen  vom  Anfangs- 
punkt aus  Strecken  von  der  Länge  Eins  nach  beiden  Seiten  hin  ab- 
getragen. Hierauf  wird  auf  den  Winkelhalbierenden  der.  Koordinaten- 
achsen in  jedem  der  entstandenen  vier  Winkelräume  eine  Strecke  von 

der  Länge    „    abgetracren.    So    entstehen   acht  Winkelräume:    auf  der 

Winkelhalbierenden   eines  jeden  wird  eine  Strecke  von  der  Länge 

abgetragen,  und  so  weiter  in  infinitum.  Der  Bei-eich  33  besteht  aus 
allen  Punkten  der  Ebene,  die  auf  keiner  der  beschriebenen  Strecken 
liegen. 

Man  übersieht  sofort,  daß  der  Anfangspunkt  auf  jeder  durch  ihn 
gehenden  Geraden  erreichbar  ist,  deren  Winkel  mit  den  Koordinaten- 
achsen ein  irrationales  Verhältnis  zu  tt  haben  (und  außerdem  auch 
noch  auf  gewissen  Geraden  mit  rationalem  Winkelverhältnis). 

Die  Gesamtheit  dieser  Geraden  bildet,  wie  die  Gesamtheit  der 
ii'rationalen  Zahlen,  eine  nicht  dbzähJhare  Menge]  sie  hat  die  Mächtig- 
keit des  Kontinuums. 

11.  In  den  hier  näher  betrachteten  Beispielen  6,  8,  9,  10  war  die 
Begrenzung  des  Bereichs  Sd  zusammengesetzt  aus  einer  endlichen  oder 

unendlichen  Menge  von 
Stücken  analytischer 
Linien,  und  im  Falle  7 
konnte  sie  es  wenijj- 
stens  sein.  Daß  dieses 
Verhalten  keine  Not- 
wendigkeit ist,  leuchtet 
wohl  ohne  weiteres  ein, 
soll  aber  doch  noch 
durch  ein  Beispiel  er- 
läutert werden ,  bei 
dessen  Konstruktion  wir 
einen  Gedanken  des 
Herrn  H.  v.  Koch  be- 
nutzen.^) 

Man  betrachte  eine 

Folge     von     Bereichen 

93o,  23i, . . .,  deren  erster 

^^s-^-  ein  crleichseitiffes  Drei- 


1)  Acta  Mathematica,  Bd.  30  (1906),  S.  145—174.  Die  Kurve  des  Textes 
wird  von  Einigen  Cesäro&che.  Kurve  genannt.  Es  scheint  jedoch,  daß  sie  zuerst 
von  H.  V.  Koch  angegeben  worden  ist.    S.  Fortschritte  d.  Math.  Bd.  35  (1904),  S.  387. 
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eck  ist.  Auf  jede  Seite  dieses  Dreiecks  setze  man  ein  geeignet  ge- 
wähltes kleineres  Dreieck  auf,  und  lösche  die  Basislinie  dieses  neuen 
Dreiecks  aus.  Dadurch  entsteht  der  Bereich  33i  (s.  Fig.  4).  Man 
richtet  es  leicht  so  ein,  daß  dieses  Verfahren  ad  infinitum  fortgesetzt 
werden  kann,  und  daß  sich  auf  diese  Art  ein  Bereich  33  als  Grenze 
der  Bereiche  ^q,  S^,  ^^27  •  ■  •  erklären  läßt,  der  allen  unseren  For- 
derungen genügt.  Dieser  Bereich  33  wird  dann  von  einer  doppelpunkts- 
freien (sogenannten  Jordanschen)  Kurve  begrenzt,  die  eindeutig  um- 
kehrbar und  stetig  auf  eine  Kreislinie  abgebildet  werden  kann,  aber 
nirgends  eine  bestimmte  Tangente  zuläßt,  in  keinem  Stück  analytisch 
ist,  und  in  keinem  wie  immer  gewählten  Stück  eine  endliche  Bogen- 
länge hat. 

12.  Ein  anderes  ebenfalls  recht  einfaches  Beispiel  für  eine 
nicht  -  analytische  Begrenzung  wird  auf  folgende  Art  erhalten.  Man 
gehe  aus  von  vier  Kreislinien,  die  keinen  gemeinsamen  Orthogonal- 
kreis zulassen,  und  in  zyklischer  Folge  einander  berühren.  Man 
spiegle  sodann  die  ganze  Figur  an  jedem  der  vier  Kreise,  hierauf 
die  so  entstandene  erweiterte  Fi^ur  von  neuem  an  jedem  neu  ent- 
standenen Kreise,  usw.  in  inf.  Der  Ort  der  Berührungspunkte  von 
je  zwei  Kreisen  der  Figur  und  ihrer  Häufungsstellen  ist  eine  stetige 
Jordansche  Kurve,  die  nirgends  eine  Tangente  zuläßt,  zudem  auch 
einen  schlichten  Bereich  der  hier  betrachteten  Art  begrenzt.^) 

13.  Man  denke  sich  in  der  Ringfläche  zwischen  zwei  konzentri- 
schen Kreisen  eine  Kurve  gezogen,  die  sich  nirgends  selbst  durchsetzt 
oder  berührt,  sich  spiralig  um  den  kleineren  Kreis  herumwindet  und 
sich  ebenso  auch  dem  größeren  Kreis  asymptotisch  anschmiegt.  Mau 
erhält  eine  derartige  Spirale  in  Polarkoordinaten  r,  cp,  indem  man  etwa 

'  1  -f  c'f 

setzt,  r^  und  r.^  (0  <  r^  <  r^  sind  die  Radien  der  beiden  asympto- 
tischen Kreise  der  Kurve.  Löscht  mau  dann  in  der  Ringfläche  alle 
Punkte  dieser  Kurve  aus,  so  erhält  man  einen  einfach  -  zusammen- 
hängenden Bereich,  dessen  Grenzpunkte  aus  den  Punkten  der  Kurve 
und  denen  der  beiden  Kreise  bestehen  (Fig.  5  a).  Die  Punkte  dieser 
Grenzkreise  sind  unerreichbar.  Die  Punkte  der  Kurve  selbst  sind  von 
beiden  Seiten  her  erreichbar,  durch  Benutzung  zweier  Spiralen  aber 
läßt  sich  das  Beispiel  so  abändern,  daß  jeder  überhaupt  erreichbare 
Grenzpunkt  nur  noch  von  einer  Seite  her  zu  erreichen  ist  (Fig.  5  b). 
Auch  kann  man  nach  Ziehung  eines  Querschnitts  bewirken,  daß  von 
beiden  Grenzkreisen  etwa  nur  noch  der  innere  übrig  bleibt  (Fig.  5c).^) 

1)  S.  Fricke  und  Klein,  Automorphe  Funktionen  I,  Leipzig  1897,  S.  441  ff. 
Siehe  insbesondere  die  Figuren  auf  S.  418,  439,  440. 

2)  Der  hier  benutzte  Gedanke  rührt  von  Herrn  Brouuer  her  (Math.  Ann. 
Bd.  68,  1910,  S.  423). 

study,  Geometrie  II.  4 
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14.  Zieht  man  im  letzten  Falle  den  inneren  Kreis  auf  einen 
Punkt  zusammen,  sorgt  aber  dafür,  daß  die  Bogenlänge  der  benutzten 
Kurve  (Spirale)  oder  des  benutzten  Paares  von  Kurven  unendlich 
bleibt,  so  wird  wieder  jeder  Grenzpunkt  erreichbar,  aber  nicht  jeder 
kann  auf  einer  einfachen  Kurve  von  endlicher  Bogenlänge  erreicht 
werden;  nämlich  der  Nabel  der  benutzten  Spiralen  nicht.  Durch  eine 
leichte  Abänderung,  z.  B.  durch  Benutzung  logarithmischer  Spii-alen, 
bewirkt  man,  daß  jeder  Grenzpunkt  zwar  auf  einer  Kurve  von  endlicher 
Bogenlänge,  niclit  aber  auf  einer  algebraischen  Kurve  erreicht  wer- 
den  kann. 


Fig.  h. 


15.  Eine  leichte  Abänderung  des  Gedankens,  der  der  Konstruktion 
der  Beispiele  8  und  \)  zugrunde  liegt,  liefert  uns  eine  Klasse  von  Bei- 
spielen, die  nach  dem  Muster  der  folgenden  Figur  zu  konstruieren  sind: 

Die  zur  Linken  liegende  Seite  des  konstruierten  Rechtecks  trägt 
nur  Grenzpunkte,  die  nicht  zu  erreichen  sind.  Ein  Stück  dieser  Ge- 
raden aber  trägt  Greuzpunkte,  die  sich  anders 
verhalten  als  die  übrigen.  Man  kann  nämlich 
auf  einer  in  33  verlaufenden  z.  B.  analytischen 
Kurve  keinen  jener  Grenzpunkte  approximieren, 
ohne  zugleich  alle  Grenzpunkte  zu  approximieren, 
die  auf  dem  in  der  Figur  stark  ausgezogenen 
Linieustück  liegen.  Man  variiere  die  Figur,  in- 
dem man  das  ausgezeichnete  Linienstück  an  das 
eine  Ende  der  Rechteckseite  rücken  oder  die  ganze  Rechteckseite  aus- 
füllen läßt  oder  indem  man  es  auf  einen  Punkt  zusammenzieht  (der 
dann  erreichbar  wird). 

16.  Es  scheint  nützlich,  auch  stetige  Abbildungen  von  Bereichen 
aufeinander  zu  betrachten,  bei  denen  ein  Verhalten  der  Grenzpunkte 
vorkommt,   wie    es    bei   konformer  Abbildung   (wie   sich   zeigen  wii-d) 


1 

■  ■      p 

Fig.  0. 


Beispiele. 
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nicht  möglich  ist.  Die  folgende  Figur  verauschaulicht  eine  stetige 
Beziehuno-  zwischen  dem  Inneren  eines  Rechtecks  und  dem  Inneren 
eines  Kreissektors.  Entsprechende  Flächenmaße  stehen  in  konstantem 
Verhältnis. 


Fig.  7. 


Dabei  wird  einem  Grenzpunkt  des  Sektors  eine  unendliche  Punkt- 
menge, ein  ganzes  Kurvenstück,  auf  der  Grenze  des  Rechtecks  zuge- 
ordnet, und  meJtr  als  ein  Punkt  dieser  Menge,  ja  sogar  jeder  ihrer 
Punkte,  ist  vom  Inneren  des  Rechtecks  her  erreichbar.  Es  ist  aber 
auch  möglich,  daß  jeder  Grenzpunkt  eines  Bereichs  bei  einer  stetigen 
Abbildung  in  dieser  Weise  auseinander  gezogen  wird.  Das  sieht  man 
aus  folgendem  Beispiel: 

17.  Man  verstehe  unter  r  und  9-  Polarkoordinaten  (r  ^  0, 
-^  +  2/.X  ~  ^,  >c  =  0,  +  1,  +  2,  .  .  .).    Die  Abbildung 

r*=r  (r<l),     ^*=:^+tg^ 

ist  dann  durchweg  stetig  für  das  Innere  der  beiden  Kreisflächen  r<l, 
r*<  1,  imd  überdies  ist  sie  auch  flächentreu. 


Fig.  8. 


Aber  sie  bewirkt  keinerlei  bestimmte  Zuordnung  der  Grenzpunkte 
beider  Bereiche.  Vielmehr  wird  durch  sie  jedem  Grenzpunkt  des  ersten 
Bereichs  die  Gesamtheit  aUer  Grenzpunkte  des  zweiten  zugeordnet, 
und  umgekehrt  jedem  Grenzpunkt  des  zweiten  die  Gesamtheit  aller 
Grenzpunkte  des  ersten. 

Wir  werden  nachweisen,  daß  bei  konformer  Abbildung  derartiges 
nicht  eintreten  kann. 
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Mit  den  angeführten  Beispielen  wollen  wir  uns  zunächst  be- 
gnügen. Doch  sei  erwähnt,  daß  sich  noch  viel  merkwürdigere  „Mon- 
strositäten" konstruieren  lassen,  wenn  man  einmal  erst  auf  derartige 
V^orkomranisse  aufmerksam  geworden  ist.  Zwei  besonders  schöne  und 
lehrreiche  Beispiele  sind  von   Osgood  angegeben  worden.^) 

Allgemein  läßt  sich  über  die  nach  Entfernung  der  Punkte  von 
58  aus  33  verbleibende  Restmenge  G)  aussagen,  daß  sie  ein  abge- 
schlossenes Kontinuum  bilden  muß,  das  leitie  inneren  PunJite  ent- 
hält.^) @  ist  abgeschlossen,  weil  jede  in  ihr  enthaltene  unendliche 
Punktmenge  (mindestens)  eine  Häufungsstelle  haben  muß.  die  wieder 
in  &  liegt.  Die  Menge  ist  überdies  perfcld,  da  jeder  ihrer  Punkte  eine 
solche  Häufungsstelle  ist.  Sie  ist  ein  Kontinuum,  weil  sie  nicht  in  zwei 
ebenfalls  perfekte  Teilmengen  zerlegt  werden  kann.'^)  Die  Menge  ent- 
hält keine  inneren  Punkte,  weil  in  jeder  Umgebung  jedes  ihrer  Punkte 
auch  Punkte  von  93  liegen,  Punkte  also,  die  nicht  zu  %  gehören. 

Weiter  kommt  man,  wenn  mau  einen  Gedanken  ausführt,  der 
durch  einige  unserer  Beispiele  nahe  gelegt  wird,  und  darin  besteht, 
aus  der  Menge  @  aller  Grenzpunkte  eine  gewisse  Teilmenge  heraus- 
zuheben. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  Grenzpunkt  von  93,  von  dem  ein- 
fache Kurvenzüge  ausgehen  können,  die  abgesehen  von  ihrem  einen 
Endpunkt  —  eben  dem  Grenzpunkt  —  ganz  in  93  verlaufen,  und  dort 
irgendwo  endigen.  Endigen  zwei  solche  vom  selben  Grenzpunkt  aus- 
gehende und  voneinander  verschiedene  Kurvenzüge  im  Innern  von  93 
im  selben  Punkt  w,  so  bilden  sie  zusammen  einen  neuen  nunmehr 
geschlossenen  Kurvenzug,  der  sich  möglicherweise  ein-  oder  mehrmals, 
vielleicht  auch  unendlich  oft,  selbst  durchsetzt.  Es  kann  dann  sein, 
daß  dieser  letzte  Kurvenzug  auf  den  Grenzpunkt  zusammengezogen 
werden  kann,  ohne  daß  man  irgendwo  aus  S  herauszutreten  brauchte 
(s.  Fig.  3,  S.  40).    Hiermit  meinen  wir  folgendes: 

Man  denke  sich  den  einen  der  beiden  Kurvenzüge,  von  w  be- 
ginnend, nach  dem  Grenzpunkt  hin  durchlaufen.  Gibt  es  dann  einen 
letzten  in  93  gelegenen  Punkt  tc',  der  auch  dem  anderen  Kurvenzug 
angehört,  so  denke  man   sich  das  ganze  Kurvenstück  zwischen  iv  und 


1)  Lehrbuch,  S.  164,  165,  und  Transactions  of  the  American  Mathematical 
Society,  v.  4,  1903,  p.  107.  Vgl.  auch  Schoenflies  (Lehre  von  den  Punktmannig- 
faltigkeiten II,  Leipzig  1908,  S.  115)  und  Brouwer  (Math.  Annalen,  Bd.  68,  1910, 
S.  422  u.  fF.);  wegen  des  Folgenden  auch  Schönflies  a.  a.  0.,  S.  176  u.  S. 

2)  Man  nennt  solche  Mengen  nirgends  dicht. 

3)  Die  benutzte  Definition  des  Begriffes  ,, abgeschlossenes  Kontinuum"  rührt 
von  Herrn  ScJioenflies  her. 

Übrigens  ist  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  die  nicht  in  zwei  ebenfalls 
abgeschlossene  Teilmengen  zerlegt  werden  kann,  notwendigerweise  auch  perfekt 
und  daher  ein  abgeschlossenes  Kontinuum,  sobald  sie  nur  mehr  als  einen  Punkt 
enüiält. 
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w  und  zugleich  das  entsprechende  Stück  des  zweiten  Kurvenzugs 
ausgelöscht.  Die  beiden  übrigen  im  Punkte  iv  (der  vielleicht  mit  iv 
zusammenfällt)  beginnenden  Kurvenzüge  begrenzen  dann  einen  ein- 
fach-zusammenhängenden Bereich,  der  in  seinem  Inneren  noch  Grenz- 
punkte von  S  enthalten  kann  oder  nicht  (Fig.  3).  Im  zweiten 
Fall,  und  dann  allein,  kann  dieser  Bereich  durch  kontinuierliche 
Änderung  seiner  Begrenzung  so  verkleinert  werden,  daß  er  ganz  in 
der  Fläche  eines  Kreises  von  beliebig  kleinem  Radius  verläuft,  dessen 
Mittelpunkt  der  betrachtete  Grenzpunkt  ist.  Indem  man  den  Radius 
dieses  Kreises  gegen  Null  konvergieren  läßt,  zieht  man  den  bei  w 
beginnenden  geschlossenen  Kurveuzug  auf  den  Grenzpunkt  zusammen. 
Tritt  die  andere  Möglichkeit  ein,  daß  nämlich  ein  letzter  Punkt  w 
nicht  existiert,  so  erreicht  man  dasselbe,  indem  man  von  w  her  beide 
Kurvenzüge  stückweise  auslöscht. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  der  den  Punkt  iv  mit  dem  Grenzpunkt 
auf  zwei  Arten  verbindende  geschlossene  Kurvenzug  auf  den  Grenz- 
punkt zusammengezogen  werden  kann.  Wir  sagen  dann,  daß  die 
beiden  Kurvenzüge  von  demselben  Handpunkt  von  39  ausgehen. 
Tritt  der  entgegengesetzte  Fall  ein,  so  denken  wir  uns  den  Grenzpunkt 
doppelt  oder  mehrfach  gesetzt,  und  reden  von  zwei  oder  mehr  ver- 
schiedenen Randpunkten,  die  einen  und  demselben  Grenzpunkt  üher- 
lagern. 

Wir  bezeicbnen  weiterhin  einen  in  S  gelegenen  Punkt,  wie  bis- 
her, mit  w,  einen  auf  der  Grenze  von  So  gelegenen  Punkt  mit  w  und 
einen  diesen  Grenzpunkt  etwa  überlagernden  RandpunM  mit  (co). 

Unmittelbar  sieht  man,  daß  die  hiermit  erklärten  Randpunkte 
immer  existieren,  und  daß  überdies  in  jeder  Umgebung  jedes  Grenz- 
punktes immer  solche  Grenzpunkte  liegen,  die  auf  mindestens  eine 
Art  Randpunkte  sind  oder  von  solchen  überlagert  werden.  Daher 
wird  die  Grenze  @  des  Bereichs  93  erbalten,  wenn  man  den  in  der 
Regel  nicht  kontinuierlichen  und  nicht  abgeschlossenen  Band  0t  (die 
Gesamtheit  der  Randpunkte)  durch  Aufhebung  der  Unterscheidung 
einander  überlagernder  Randpunkte  wieder  in  eine  Teilmenge  von  @ 
verwandelt,  und  diese  dann  durch  Hinzufügung  aller  ihrer  Häufungs- 
stellen zu  einem  abgeschlossenen  Kontinuum  ergänzt. 

Der  Rand  kann  also  in  gewisser  Hinsicht  die  Grenze  vertreten, 
er  bildet  sozusagen  ihren  Kern.  Eine  in  33  reguläre  analytische 
Funktion  z.  B.,  die  über  33  hinaus  nicht  fortgesetzt  werden  kann, 
findet    ihre  Schranken   schon   infolge  der  Existenz   von  Randpunkten. 

Schließlich  bemerken  wir  noch,  daß  jede  einfache  Kurve,  die  einen 
Punkt  IV  von  33  mit  einem  nicht  in  33  gelegenen  Punkt  —  z.  B.  mit 
einem  Grenzpunkt  co  —  verbindet,  bei  Durchlaufung  von  iv  her 
irgendwo   zum  ersten  Male  auf  einen  Randpunkt  von  33  treffen  muß. 
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Das  triflft  z.  B.  zu  für  die  von  iv  ausgehenden  geraden  Linien  (Halb- 
strahlen). 

Im  Beispiel  8  findet  sich  kein  Randpunkt  von  33  unter  den 
Grrenzpunkten  x  =  0,  0  ^y  <,!.  Je  eiyien  Randpunkt,  in  dem  eben 
präzisierten  Sinne,  liefern  die  Punkte  auf  der  Abszissenachse,  mit  Aus- 
nahme der  Stellen  x  =  0,  H ,   und   ebenso   liefert   ieder  der  Grenz- 

punkte    X  =  0,    y  =  1    und    x  =  +  —,    y  =  1    nur    einen    Randpunkt. 

Alle    übrigen  Punkte    der  Begrenzung  von  33,   nämlich   alle  Punkte, 

die  den  Bedingungen  x  =  +  —,  0^^<1    entsprechen,  liefern  zu'ei 

voneinander  zu  unterscheidende  Randpunkte.  In  dem  wenig  abweichen- 
den Beispiel  *>  ist  jeder  Grenzpunkt  auf  eine  oder  zwei  Arten  Rand- 
punkt. Im  Beispiel  10  wird  der  Punkt  (0,  0)  von  einer  nicht  ahzähl- 
haren  Menge  von  Randpunkten  überlagert.  Im  Beispiel  11  (und,  wie 
man  zeigen  kann,  auch  im  Beispiel  12)  ist  jeder  Grenzpunkt  auf  eine 
Art  Randpunkt.  Im  Beispiel  l-l  ist  der  Nabelpunkt  auf  eine  Art 
Randpunkt. 

Wir  betrachten  jetzt  eine  Folge  von  Punkten  u\,  iv^,  .  .  .,  w^,  .  .  . 
des  Bereichs  33,  die  als  einzige  Häufungsstelle  einen  Punkt  co  auf  der 
Grenze  ®  von  33  hat.  Dann  ist  es  möglich,  je  zwei  aufeinander 
folgende  Punkte  dieser  Menge  durch  einen  einfachen  Kurvenzug  zu 
verbinden,  der  ganz  in  33  verläuft,  insbesondere  auch  durch  ein  Poly- 
gon mit  endlicher  Seitenzahl,  und  man  kann  es  überdies  immer  so 
einrichten,  daß  alle  diese  Kurvenzüge,  abgesehen  von  den  Punkten  ?r^, 
wo  ihrer  je  zwei  aneinanderstoßen,  ganz  getrennt  verlaufen.  Es  kann 
dann  sein,  daß  diese  Kurvenzüge  aneinander  gesetzt  einen  neuen  eben- 
falls einfachen  Kurvenzug  liefern,  der  in  co  endigt.  Das  wird  nämlich 
immer  dann  und  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  zu  einer  Kreisfläche 
von  beliebig  kleinem  Radius  mit  a  als  Mittelpunkt  ein  Wert  von  n 
derart  finden  läßt,  daß  alle  Kurvenstücke  iv^Vn  +  i,  iCn  +  i  ?<"n  +  2,  •  •  •  in 
dieser  Kreisfläche  verlaufen.  Lassen  sich  die  Kurvenstücke  Wn  Ti'nTi 
dieser  Forderung;  oremäß  wählen,  so  definiert  der  erhaltene  einfache 
Kurvenzug  einen  RandpunJct,  der  in  co  gelegen  ist.  Wir  sagen  dann, 
daß  die  gegebene  Funldfolge  gegen  diesen  BandpimJd  konvergiert.  Man 
überzeugt  sich  leicht  von  der  Znlässigkeit  dieser  Definition:  Ändert 
man  die  benutzten  Kurvenstücke  irgendwie  ab,  doch  so,  daß  die  ihnen 
auferlegten  Bedingungen  erfüllt  bleiben,  so  erhält  man  immer  den- 
selben Raudpunkt  (S.  47).  Auch  bleibt  dieser  uugeändert,  wenn  man 
die  gegebene  Punktfolge  durch  irgendeine  in  ihr  enthaltene  unendliche 
Teilfolge  ersetzt  oder  die  Punkte  der  Folge  beliebig  umordnet. 

Zugleich  ergibt  sich  ein  Kriterium  dafür,  daß  zwei  gegebene  Punkt- 
folgen der  heschriehenen  Art  gegen  denselben  Rnndpunkt  konvergieren. 
Ist  nämlich  die  eine  w^,  w^,.. .,  w^, . . .  und  die  andere  w^',  u'^, . . .,  w^, . . ., 
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SO  kann  man  entsprechende  Punkte  ic^  und  tv„'  wieder  durch  einen 
einfachen  Kurvenzug  verbinden.  Ist  es  möglich,  diese  Kurvenzüge, 
die  z.  B.  geradlinige  Polygone  sein  können,  so  zu  wählen,  daß  sie  alle, 
von  einem  bestimmten  ii  ab,  in  einer  zu  demselben  Grenzpunkt 
Woo  =  ii''y>  =  G)  gehörigen  Kreisscheibe  von  beliebig  kleinem  Radius 
liegen,  so  sind  auch  die  beiden  Punktfolgen  entsprechenden  Baud- 
punlie  identisch  (S.  47);  und  diese  ändern  sich  auch  nicht,  wenn  man 
beide  Punktmengen  durch  beliebige  in  ihnen  enthaltene  Teilmengen 
ersetzt.  Die  beiden  gegebenen  Punktfolgen  können  dann  als  äquivalent 
erklärt  werden. 

Hat  man  eine  Punktfolge  u\,  w.2,  ■  ■  .,  «<^„,  ■  .  .,  die  einen  einzigen 
GrenzpunM  iv^  =  «  liefert,  so  folgt  nicht,  daß  sie,  in  dem  soeben  er- 
klärten Sinne  auch  gegen  einen  bestimmten  Eandpitnlt  (e>)  konver- 
gieren müßte.  Es  braucht  ja  ein  solcher  gar  nicht  vorhanden  zu  sein. 
Es  kann  aber  sein,  daß  Teilfolgen  vorhanden  sind,  deren  jede  gegen 
einen  den  Punkt  co  überlagernden  Randpunkt  konvergiert.  Es  ist 
weiter  möglich,  daß  die  Punkte  der  gegebenen  Folge  sich  reinlich  auf 
solche  Teilfolgen  verteilen  lassen,  derart,  daß  jede  von  diesen  gegen 
einen  bestimmten  cd  überlagernden  Randpunkt  ( cs^)  konvergiert,  und 
jede  gegen  einen  andern.  So  wird  im  Beispiel  6  eine  Folge  von 
Punkten  u\^,  die  gegen  einen  Grenzpunkt  x  =  0,  y  <i  1  konvergiert, 
sich  immer  in  höchstens  zwei  Teilfolgen  zerlegen  lassen,  deren  jede 
gegen  einen  der  beiden  den  Grenzpunkt  überlagernden  Randpunkte 
((Dj),  (gJj)  konvergiert.  Man  wird  dann  sagen,  daß  der  Grenzpunkt  cj 
durch  die  ihm  überlagerten  Randpunkte  erschöpft  wird. 

Man  nehme  etwa  im  Beispiel  9  den  Punkt  co  den  Bedingungen 
X  =  0,  y  <  1  gemäß  an.  Approximiert  man  ihn  dann  mit  einer  Folge 
von  Punkten  iv^  des  Bereichs  93  derart,  daß  unendlich  viele  unter 
diesen  Punkten  positive  und  unendlich  viele  negative  Abszissen  haben, 
so  sieht  man,  daß  dieser  Punkt  a  durch  den  ihm  überlagerten  Rand- 
punkt nicht  erschöpft  wird. 

Es  kann  sein,  daß  jeder  beliebige  Grenzpunkt  des  Bereiches  58 
nur  einen  einzigen  Randpunkt  liefert  und  durch  ihn  erschöpft  wird. 
Es  kann  also  sein,  daß  je  zwei  der  beschriebenen  Punktfolgen  tv^^,  n\y, . . ., 
zi\',  M",',  .  .  .,  die  beide  gegen  einen  ganz  beliebig  gewählten  Grenz- 
punkt C3  konvergieren,  in  der  Beziehung  stehen,  die  wir  vorhin  ge- 
schildert haben.  Wir  sagen  dann,  der  Bereich  93  habe  einen  einfachen 
Band  (Beispiele  11,  12). 

Jeder  Bereich  $8  hat  einen  einfachen  Rand,  der  von  zwei  einfachen 
Kurvenstücken  begrenzt  wird,  die  nur  in  ihren  Endpunkten  aneinander 
stoßen.  Wir  werden  später  sehen,  daß  auch  umgekehrt  jeder  Bereich 
mit  einfachem  Rand,  natürlich  auf  unendlich  viele  Arten,  so  be- 
schrieben werden  kann. 
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Nachdem  wir  nunmehr  an  der  Hand  einer  Reihe  von  Beispielen 
den  Begriff  des  Randpunktes  entwickelt  und  sein  Wesen  erläutert 
haben,  wenden  wir  uns  zur  Anwendung  dieses  Begriffs  auf  die  Theorie 
der  konformen  Abbildung.    Zuvor  entwickeln  wir  noch  einen  Hilfssatz. 

§6- 
Ein  Hilfsatz. 

In  der  folgenden  Betrachtung  stützen  wir  uns  auf  einen  grund- 
legenden Satz  von  Lehesgue'^),  den  wir  zunächst  anführen,  soweit  wir 
ihn  brauchen  werden: 

„Es  sei  F{d-)  im  Intervall  von  a  bis  h  als  eindeutige 
Funktion  der  reellen  Veränderlichen  d-  mit  beschränkten  Diffe- 
renzenquotieuten  erklärt, 

Dann   hat   diese  Funktion   an  überall  dicht  liegenden  Stellen 
eine  bestimmte  Ableitung 


//=0 


h 


Die  Menge  {d-}  aller  Punkte,  an  denen  keine  Ableitung 
existiert,  hat  das  Maß  Null." 

Eine  Punktmenge,  die  (im  Sinne  von  Lebesgue)  das  31aß  Null 
hat,  ist  eine  solche,  die  in  eine  abzählbare  Menge  von  Intervallen  von 
beliebig  kleiner  Gesamtbreite  eingeschlossen  werden  kann.  Dies  trifft 
für  jede  abzählbare  Punktmenge  zu,  insbesondere  für  die  Menge  aller 
Punkte  mit  rationalen  Abszissen.  Die  Punkte  einer  Menge  vom  Maß 
Null  können  also  überall  dicht  liegen.  Übrigens  können  auch  nicht- 
abzählbare  Punktmengen  das  Maß  Null  haben.  Entfernt  man  aus 
einem  Intervall  alle  Punkte  einer  Menge  vom  Maße  Null,  so  liegen 
die  übrig  bleibenden  Punkte  notwendig  überall  dicht. 

Aus  dem  angeführten  Lehrsatz  von  Lebesgue  leiten  wir  nun  einen 
Hilfsatz  her,  den  man  Herrn  Fatou  verdankt.^) 

„Ist  eine   analytische  Funktion  f{z)  für    z   <  1    regulär 
und  beschrünJä, 

m '  <  M, 

so  gibt  es  auf  dem  Einheitskreis  Punkte,  für  die  bei  irgend- 
welcher geradlinigen  Annäherung  f{z)  gegen  einen  bestimmten 
von  der  Annäherungsrichtung  unabhängigen  Wert  konvergiert. 

1)  Siehe  De  la  Vallee-Poussin  Cours  d' Analyse  Infinitesimale  (2™"  ed.  t.  I 
Louvain  et  Paris,  1909,  p.  268),  S.  268,  Theoreme  V.  —  Daß  die  dort  allgemeiner 
gefaßte  Voraussetzung  hier  erfüllt  ist,  ist  leicht  zu  sehen. 

2)  Acta  Mathematica,  v.  30,  1906,  S.  335—340. 
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Diese  Punkte  liegen  überall  dicht.  Die  übrigen  Punkte 
nämlich,  für  die  ein  solcher  Grenzwert  nicht  existiert,  bilden 
höchstens  eine  Menge  vom  (Lebesguescheii)  Maß  Null." 

Den  folgenden  Beweis  verdanken  wir  einer  Mitteilung  von  C.  Cara- 
theodory. 

1.  Es  bedeutet  keine  Einschränkung,  wenn  f(0)  =  0  angenommen 
wird.  Wir  betrachten  dann  den  Kreis  z  =  Qe'^  (()  <  1)  und  führen 
folgende  Funktion  ein: 


(1)  FiQ,  ^)  =  //•( pe'-'^) d^  =  I  j7(^) 


dz 

z 


Das  letzte  Integral  kann,  weil   -^  im  Kreise    ^  <  1  regulär  ist,  längs 

eines  beliebigen  Weges   erhalten  werden,  der  die  Punkte  z  =  q  und 
z  =  ge'^  verbindet  und  ganz  im  Innern  des  Kreises    ^   =  1   verläuft. 
Daher  ist  auch 
(2;  F{q,-7c)  =  F{q,^). 

Da  nun   die  Funktion    f{^):   ihre  obere  Grenze   auf  dem  Kreise 
\z  =1   hat    und  für  die  Funktion    -    i   dasselbe  gilt,  so  ist  im  vor- 


z 


f-  m 

i 


liegenden  Falle  auch 

(3)  |^|<^  {:^!<i}- 

Man  variiere  nun  in  (1)  erst  q,  dann  %•.    Im  ersten  Falle  ergibt  sich 

F{q  +  z/p,  ^)  -  F{q,  ^) 

und  also  |j^  ^ 

(4)  \F{Q  +  JQ,  &)  -  F(q,  »)\  <2  Jq\-M', 

im  zweiten  FaUe  liefert  (1)  unmittelbar 

(5)  F{q,  ^  +  z/#)  —  F{q,  %-)\  <  zJ%-   •  M. 
Aus  (4)  entnimmt  man,  daß 

(6)  UmF(Q,&)  =  F{^) 

für  jedes  d-  existiert  und  daß  die  Konvergenz  gegen  diesen  Grenzwert 
gleichmäßig  ist.  Aus  (4)  und  (5)  folgt  dann,  daß  die  Funktion  F(d-) 
überall  stetig  ist  und  daß  überdies  für  diese  Grenzfunktion  die  Un- 
gleichung 
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(7)  \Fi^+A2-m^M 

besteht.  Das  in  jp(^)  zusammengefaßte  Paar  reeller  Funktionen  hat 
also  heschränkte  Differenzenquotienten,  es  liegt  die  Voraussetzung  des 
angeführten  Satzes  von  Lebesgue  vor  (eine  sogenannte  Lijyscltitzsche 
Bedingung). 

2.  Das  Poissonsche  Integral^)  liefert  nun,  angewendet  auf  den 
Kreis  vom  Radius  q,   svenn  man  2  =  re'^'*^   {'■<^<1-}    setzt, 

(8)  f{z)  =  ^  if{Qe'^^)  ■    ,     ,     ^'~^'      ,  ,    .d(p, 
^  ^  '  ^  ^        'inj  '  ^^       -'     e*—  2er  cos  (•9'  —  <p)  +  r*     ^' 

—  71 

und  nach  partieller  Integration,  da  wegen  (2)  der  integrierte  Bestand- 
teil verschwindet, 

7t 

fiz)  =  —  TT-  I  F(q,  od)  ^ j — ^ — ^--T^^ rn — idw. 

'^^  ^■TtJ        ^^'^'dcp    (>*  —  2  pr  cos  ('S-  —  <p)-\-r' 

Das  letzte  Integral  ist,  wie  f{s),  von  q  unabhängig.  Da  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  sich  gleichmäßig  einer  stetigen  Funktion 
von  Q  nähert,  wenn  q  gegen  1  konvergiert,  so  kann  man  in  der 
Formel  ()  =  1  setzen  und  schreiben 

71 

(9)  m  =  -  ^J  Fiep)  A  ,_,^J3~'1^)_^^. dcp. 

-7t 

3.  Es  sei  nun  c'"^'  ein  Punkt  des  Einheitskreises,  in  dem  F{xt) 
eine  Ableitung  F'{%'^  hat.  Wir  ivollen  beweisen,  daß  hei  geradliniger 
Annäherung  an  diese  Stelle 

(10)  Lim  fiz)  =  F'(^o) 
ist. 

Ergibt  sich  bei  geradliniger  Annäherung  ein  von  der  Annäherungs- 
richtung unabhängiger  Grenzwert,  so  wird  sich  dieser  auch  ergeben 
müssen,  wenn  man  sich  dem  Punkte  e^'^»  auf  irgendeinem  Wege 
nähert,  der  zwischen  zwei  in  diesem  Punkte  endigende  Kreissehnen 
eingeschlossen  werden  kann,  und  ebenso  ist  das  Umgekehrte  richtig. 
Statt  des  durch  die  beiden  Kreissehuen  oreradlinig  begrenzten  Winkel- 
raums  kann  man  dann  aber  auch  irgendeinen  krummlinig  begrenzten 
Winkelraum  setzen,  wenn  nur  seine  Begrenzung  im  Punkte  e*'*^»  jene 
Kreissehnen  zu  Tangenten  hat.  So  sieht  man,  daß  man  statt  einer 
geradlinigen  Annäherung  eine  solche  betrachten  darf,  für  die 

(11)  ^  <^ 


1)  Osgood,  S.  555, 
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bleibt,  wo  Ä  eine  Konstante  bedeutet.    Es  nird  also  zu  beweisen  sein, 
daß  die  Gleichung  (9)  besteht,  wenn  man  sich  mit  r  und  Q-,  nach  Vor- 
schrift der  BedingtDig  (11),  den  Grenzwerten  1  und  d-Q  nähert. 
4.  Wendet  man  auch  auf  das  Integral 

7t 

^    "  2«^/        ^    ''•^  1  —  2rcos{d- —  (f) -\- r^     ^ 

-n 

die   partielle  Integration   an,   so    sieht   man,   daß  die  Formel  (9)  sich 
so  schreiben  läßt: 

7t 

-7t 

Wir  zerlegen  nun  das  letzte  Integral  in  zwei  Bestandteile,   schreiben 
nämlich 

(12)     m-F'{»,)-r(»,)^_^;^-;l^^.+H+j, 

wo 

[  ^-7t       .y-i-;. /  ; 


.^-;. 


r  cos  t  -\-  r' 


dt. 


Der  erste  Bestandteil,  H,  kann  als  ein  über  die  ganze  Kreis- 
peripherie erstrecktes  Integral  aufgefaßt  werden,  wenn  man  auf  dem 
Bogen  von  §■  —  X  bis  §■  +  A  die  Funktion  F{(p)  durch  die  NuU  er- 
setzt. IT  konvergiert  mithin,  als  ein  umgeformtes  Po?ssowsches  Inte- 
gral, gegen  Null,  wenn  man  zur  Grenze  r  =  1,  &  =  d-^^  übergeht,  und 
zwar  für  alle  Werte  von  A: 

(13)  UmH=0  {r=l,^  =  &o}. 

Um   den   zweiten  Bestanlteil  J  unserer  Summe   zu  untersuchen 
schreiben  wir  F{d-  +  t)  in  der  Form 

F(&  -\r  t)  =  F  {d;+  {&-&,+  t)) 

=  F(&,)  +  (^  -  ^,  +  t)F\»,)  +  (&~J^^+  t)rj. 
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Bemerken  wir  sodann,  daß 

d  1  — r* 


dt  1  —  2r  cos  <-)-  r* 
eine  ungerade  Funktion  von  t  ist,  so  erhalten  wir 

'=-  tJI(-^ - *o  +  t)nl Y^^i^r''"- 

Wir  lassen  jetzt  den  Punkt  2  =  re''*^  so  nahe  an  den  Punkt  e'^'^ 
heranrücken,  daß 

also  im  Integrationsintervall 

(14)  -  2A  <<&  — '9-0+ /<2A 

wird.    h{X)  sei  die  obere  Grenze   des  absoluten  Betrags  von  rj,  wenn 
^  —  d-Q-^-f  von  — 22  bis  21  variiert.    Dann  ist  im  Integrationsintervall 

,7J     <h{k) 


und 


< 


~  /  (^  -  -^o)  ^  4,  , — c^- !-r-*  di  I 

•  TifJ  ^  ^■'  '  dt  1  —  2rco8^-|-r*       I 

;. 

J  dt  1  — 2rcos«-fr* 


2 

;. 
~2  &  —  &. 


2ä 

0 


1 r*  . 

Da  :; T~, — s   im  Intervall    von  0  bis   %   eine   abnehmende 

1  —  2  r  cos  t  -j-  r* 

Funktion   ist,   so   kann   man,   wenn    A   klein   genug   gewählt  war,   die 

letzte  Ungleichung   dadurch   verstärken,   daß  man  die  Integration  bis 

;r  gehen  läßt.    Der  voi'ige  Ausdruck  "wird  also 

—  2:&  —  &o\h{X)  Ar 


2n  1  — r*' 

und  daher,  nach  (11), 

Außerdem  hat  man 

I  —  —    A    -  1  -  >•'  ^/  <-  _  '^  W    Cf^  l-r» 

I       Inj    ^^rff  1  — 2rco8«  +  r-  '^         In  J     dt  l  —  lr  co^t 

-X  -n 

also 

mithin  schließlich 

(15)  ,J,<2KA){l  +  ^-j. 


t-\-r^      ' 
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Nun  bedenke  man,  daß 

oder  also  h(l)  zugleich  mit  k  gegen  Null  konvergiert  (Nr.  13). 

Abgesehen  von  dem  Fall  -O'o  ^  0  (mod.  ti),  der  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  von  der  Beweisführung  ausgeschlossen  werden  kann, 
kann  man  jetzt  r  der  Einheit  so  nahe  kommen  lassen,  daß  das  erste 
Glied  rechts  in  Nr.  12  einen  beliebig  kleinen  absoluten  Betrag  erhält. 
Man  kann  dann  noch  X  so  klein  wählen,  daß  nach  (15)  auch  \J\  be- 
liebig klein  wird.  Schließlich  kann  man  noch  0'  so  wählen,  daß  außer 
der  Ungleichheit  (11)  auch  die  Ungleichung  &■  —  d-^  <  X  besteht  und 
daß  (nach  13j  auch  noch  \II  beliebig  klein  wird.  Damit  ist  also 
schließlich  auch  der  Ausdruck 

beliebig  klein  geworden.    Dies  ist  der  zu   beweisende   Satz   (Nr.  10). 


§  T. 
Verhalten  der  Raudpimkte  bei  konformer  Abbildung. 

Wir  nehmen  jetzt  die  in  §  5  begonnene  Untersuchung  wieder 
auf  und  formulieren  zunächst  den  Lehrsatz,  der  nunmehr  bewiesen 
werden  soll. 

VII.  Die  RmdpimMe  des  (nach  Voraussetzung  schlicläen  und  in 
einer  Kreisfläche  enthaltenen)  Bereichs  33  lassen  sich  zyldisch  ordnen.  Bei 
Ixonformer  Abhildung  von  S  auf  das  Innere  ^  einer  Kreisfläche  gehen 
sie  in  eine  auf  dem  Bande  von  ^  ehenfalls  zyldisch  geordnete  und  dort 
überall  dicht  liegende  Punlctmenge  über.  Diese  ist  timkehrbar-eindeutig 
und  unter  Wahrung  der  zyklischen  Ordnung  auf  die  Menge  der  Rand- 
punJde  von  33  bezogen. 

Das  Zeichen  (co)  bedeutet  in  der  folgenden  Beweisführung,  wie 
zuvor,  einen  Bandpunld  des  Bereichs  33,  der  den  zum  Argument  oj 
gehörigen  Grenzpunkt  überlagert.  Ob  diese  Randpunkte  (co)  durch 
die  Randpunkte  erschöpft  werden,  die  nach  dem  eben  angeführten  Satz 
von  Fatou  zu  konstruieren  sind,  bleibt  dahingestellt. 

(1)  Einer  einfachen  Kurve  CS,  die  in  einem  bestimmten  Punkte 
der  Grenze,  also  in  einem  Randpunkt  (o)  endigt,  sonst  aber  ganz 
in  33  verläuft,  entspricht  auch  in  Ä'  eine  einfache  Kurve,  die  in  einem 
bestimmten  Randpunkt  ^  endigt. 

Gesetzt  nämlich,  es  könnten  durch  das  Bild  der  Kurve  (£  zwei 
verschiedene    Randpunkte    von    Ä    approximiert    werdeu,    so    würden 
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diese  den  Rand  von  ^  in  zwei  Kreisbogen  zerlegen.  Von  mindestens 
einem  dieser  Bogen  müßten  sämtliche  Punkte  approximiert  werden^ 
da  sonst  die  Bildkurve  allein  schon  ß  in  getrennte  Bereiche  zerlegen 
würde,  was  unverträglich  ist  mit  der  stetigen  Beziehung  zwischen  33 
und  ^.  Aus  dieser  Annahme  läßt  sich  nun  mit  Hilfe  des  Satzes  von 
Fatou  ein  Widerspruch  ableiten. 

Man  wähle  zunächst  auf  dem  genannten  Kreisbogen  zwei  der  im 
Hilfssatze  genannten  Punkte  ^',  t,'",  die  nicht  mit  den  Endpunkten 
des  Boges  zusammenfallen.  Den  zugehörigen  Radien  entsprechen  dann 
in  93  zwei  einfache  Kurven  ß',  6",  die  in  zwei  Randpunkten  (co'),  fw'") 
endigen  und  zusammen  den  Bereich  33  in  zwei  einfach-zusammen- 
hängende Bereiche  zerlegen.  Diese  die  Grenzpunkte  a,  a'"  über- 
lagernden Randpunkte  können  nun  auch  im  Falle  co'=  co"'  nicht  iden- 
tisch sein.  Wären  sie  es  nämlich,  so  würde  bei  Annäherung  von  z 
an  einen  Punkt  ^"  auf  dem  Bogen  zwischen  ^'  und  ^"'  stets  der  Funk- 
tionswert a)'=  co"'  erhalten  werden,  und  dann  müßte  die  Funktion  w{z) 
überhaupt  eine  Konstante  sein^),  was  den  hier  vorliegenden  Voraus- 
setzungen widerspricht.  Nimmt  man  aber  an,  daß  die  Randpunkte 
(«'),  {p'" )  verschieden  sind,  so  kommt  man  ebenfalls  zu  einem  Wider- 
spruch. Ist  nämlich  der  Endpunkt  (oj)  der  Kurve  ß  von  (w')  und 
((ö'")  verschieden,  so  kann  man  die  Kurve  (5  nötigenfalls  so  verkürzen, 

daß  sie  ganz  in  einem  der  beiden  durch  (£'  und  (S"' 

bestimmten  Teilbereiche  von  93  verläuft.     Das  steht 

^^„    aber   in  Widerspruch   zu   der  Annahme,    daß  durch 

'  ,  das  Bild  von  (5  sowohl  Punkte  der  Kreisperipherie 

'      auf   dem  Bogen  zwischen   ^'  und   ^"'   approximiert 

werden,  als  auch  Punkte  außerhalb.    Fällt  hingegen 
Fig.  9.  der   Randpunkt   (cd),   z.  B.    mit   (o')   zusammen,    so 

gibt  es  auf  dem  Bogen  zwischen  ^'  und  ^"  einen 
Punkt  ^",  dem  ein  Randpunkt  (co")  entspricht.  Jetzt  erhält  man 
immer  eine  der  schon  als  widerspruchsvoll  erwiesenen  Folgerungen, 
mag  man  nun  annehmen,  daß  («")  mit  (co')  oder  (w"')  zusammenfällt 
oder  nicht. 

(2)  Zwei  verschiedenen  einfachen  Kurven  in  93,  die  im  selben 
Randpunkt  (co)  endigen,  können  in  ^  nicht  Kurven  entsprechen,  die 
in  verschiedenen  Randpunkten  (^',  ^")  endigten. 

Zum  Beweis  nehme  man  zuerst  an,  daß  die  beiden  einfachen 
Kurven  in  93  außer  dem  93  nicht  angehörigen  Randpunkt  keinen 
Punkt  gemein  haben.  Sie  können  dann  durch  einen  dritten  einfachen 
Kurvenzug  zu  einer  geschlossenen  Kurve  ergänzt  werden,  die  auf 
einen  Punkt  zusammengezogen  werden  kann  (siehe  S.  40).  Diese 
Kurve  zerlegt  93  in  zwei  einfach -zusammenhängende  Bereiche  93i,  932, 


1)  Satz  von  Schicarz,  Osgood  S.  581,  582. 


des  Lehrsatzes  YII.  57 

deren  eiuer  Sg  nur  den  einen  Randpunkt  (co)  mit  33  gemein  hat.  Als 
Bild  von  Sg  erhält  man  dann  in  ^  einen  Bereich  ^g,  zii  dessen  Be- 
grenzung ein  ganzer  Kreisbogen  zwischen  ^'  und  t,"  gehören  müßte, 
wenn  unsere  Behauptung  etwa  nicht  richtig  sein  sollte.  Jetzt  erhält 
man  einen  Widerspruch  wie  soeben  unter  (1). 

Nunmehr  ergibt  sich,  daß  man  eine  einfache  Kurve  in  33,  die  in 
(co)  endigt,  in  mannigfacher  Weise  abändern  kann,  ohne  daß  das  Bild 
^  des  (bei  der  Änderung  festgehaltenen)  Punktes  (ca)  sich  verschiebt. 
Diese  Anderungsmöglichkeit  kann  man  benutzen,  um  den  allgemeineren 
Fall,  in  dem  die  betrachteten  einfachen  Kurven  in  33  sich  beliebig  oft 
berühren  oder  durchsetzen,  auf  den  eben  behandelten  Spezialfall 
zurückzuführen  (vgl  S.  47). 

Die  Behauptungen  (1)  und  (2)  lassen  sich  zusammenfassen:  Jedem 
Randpunkt  (co)  von  S  entspricht  ein  bestimmter  Randpunkt  ^  von  ß; 
jeder  einfachen  Kurve,  die  in  (co)  endigt,  entspricht  eine  solche,  die 
in  t,  endigt. 

(3)  Wir  betrachten  jetzt  einen  Bereich  33*  von  speziellen  Eigen- 
schaften. Wir  wollen  uns  diesen  Bereich  35*  nämlich  von  zwei  ein- 
fachen Kurven  (£j  und  (E,  begrenzt  denken,  die  in  ihren  Endpunkten 
und  nur  in  diesen  zusammenhängen.  33*  gehört  dann  zu  den  am 
Schluß  des  §  5  erwähnten  Bereichen,  die  einen  einfachen  Rand  haben. 
Wir  wollen  ferner  die  Annahme  machen,  daß  auf  jedem  ß^  oder  ß^ 
angehörigen  Kurvenstück  ein  (vielleicht  kürzeres)  analytisches  Kurven- 
stück existiert.  Jetzt  folgt,  daß  bei  konformer  Abbildung  von  33*  auf 
ß  zwei  verschiedenen  Randpunkten  (ca'),  (co")  von  33*  immer  auch 
verschiedene  Randpunkte  ^',  ^"  entsprechen  müssen.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  würde  nämlich  einem  der  beiden  Teilbereiche  von  33% 
die  durch  eine  (co')  und  (co")  verbindende  und  in  33*  verlaufende  ein- 
fache Kurve  bestimmt  werden,  ein  Teilbereich  von  ß  entsjirechen,  der 
mit  dem  Rande  von  Ä  einen  einzigen  Randpunkt  ^  gemein  hätte.  Es 
würde  dann  also  umgekehrt  diesem  Randpunkt  t,  mindestens  ein  ana- 
lytisches Kurvenstück  auf  dem  Rande  von  33*  zugeordnet  sein.  Dann 
aber  könnte  man  ähnlich  wie  zuvor  schließen,  daß  die  Funktion  z(w), 
die  Umkehrfunktion  von  iv\z),  eine  Konstante  ist. 

(4)  Die  Randpunkte  des  speziellen  Bereichs  33*  können  jetzt 
zyklisch  geordnet  werden,  entsprechend  der  Anordnung  ihrer  Bilder 
auf  dem  Rande  von  Ä.  Diese  Anordnung  muß  übereinstimmen  mit 
der  von  vornherein  vorhandenen  zyklischen  Anordnung  der  Punkte  auf 
dem  Rande  von  S*,  den  Querschnitten  zwischen  Randpunkten  von  33*, 
die  sich  schneiden  oder  nicht  schneiden,  müssen  ebensolche  Querschnitte 
zwischen  den  zugeordneten  Randpunkten  von  ß  entprechen.  Ferner 
folgt,  daß  die  Bilder  der  Randpunkte  von  33*  den  Rand  von  ß' 
liicJcenlos  überdecken.  Da  nämlich  jeder  Häufungspunkt  von  Rand- 
punkten   von  33*   wieder   ein  Randpunkt   ist,   so   würde   man   bei    der 
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entgegengesetzten  Annahme  in  einen  Widerspruch  zu  dem  unter  (1) 
Bewiesenen  kommen.  Oder  auch,  man  würde  bei  Annahme  eines 
Randpunktes  t,  von  S',  der  niclit  Bild  eines  Randpuuktes  von  33*  wäre 
einen  in  ^  beginnenden  und  endenden  Querschnitt  von  ^  konstruieren 
können,  und  diesem  müßte  eine  ganz  im  Innern  von  33*  verlaufende 
Kurve  entsprechen,  was  unverträglich  ist  mit  der  Stetigkeit  der  Ab- 
bildung. 

(5)  Die  Aussagen  unter  (3)  und  (4)  lassen  sich  jetzt  4ahin  zu- 
sammenfassen, daß  im  Falle  der  besonderen  Bereiche  vom  Typus  ^* 
eine  vollkommen  eindeutig-umkehrbare  Zuordnung  zwischen  den  Rand- 
punkten von  33*  und  9t  besteht,  die  auch  die  zyklische  Anordnung 
beider  Arten  von  Randpunkten  bewahrt.  Insbesondere  werden 
den  beiden  Kurven  ß^  und  ßg»  ^us  denen  der  Rand  von  33*  be- 
steht, zwei  Kreisbogen  zugeordnet  sein,  die  zusammen  den  Rand  von 
Ä  bilden. 

(6)  Nun  ergeben  sich  einige  Folgerungen,  von  denen  wir  weiter- 
hin Gebrauch  machen  werden.  Vor  allem  läßt  sich  für  die  speziellen 
Bereiche  des  Typus  33*  die  Randwertaufgabe,  das  sogenannte  Dirichlet- 
sche  Problem  lösen,  theoretisch  wenigstens,  in  gleichem  Umfang 
wie  für  den  Kreis.  So  gibt  es  eine  und  nur  eine  in  33*  reguläre 
Potentialfuuktion,  die  auf  (S^  den  Wert  Eins  und  auf  (S,  den  Wert 
NuU  annimmt,  abgesehen  von  den  Endpunkten  beider  Kurvenstücke, 
in  denen  die  Funktion  auch  beliebige  Werte  zwischen  Null  und  Eins 
approximieren  kann.  Dasselbe  gilt  auch  für  einen  Bereich,  den  man 
dadurch  erhält,  daß  man  in  der  durch  den  Punkt  tv  =  oo  ab- 
geschlossenen Gaußschen  Ebene  alle  Punkte  von  33*  samt  dem  Rande 
dieses  Bereichs  auslöscht. 

Weiß  man  ferner  von  einer  in  33*  regulären  Poteutialfunktion, 
daß  sie  bei  Annäherung  an  den  Rand  von  33*  einen  konstanten  Wert 
annimmt,  mit  Ausnahme  eines  Randpunktes,  und  daß  bei  Annäherung 
an  diesen  Punkt  die  Funktionswerte  wenigstens  beschränkt  (innerhalb 
endlicher  Schranken)  bleiben,  so  folgt,  daß  diese  Potentialfunktion 
eine  Konstante  ist.  Dieser  Satz  ist  nämlich  richtig  im  Falle  ©*  =  ^'^), 
und  daraus  folgt  er  nunmehr  für  alle  Bereiche  des  Typus  33*. 

(7)  Jetzt  sind  wir  imstande,  die  für  Bereiche  33*  schon  begrün- 
dete Behauptung  allgemein  zu  erweisen: 

Zwei  verschiedenen  Randpunkten  von  S  entsprechen  immer  ver- 
schiedene  Randpunkte  von  ^. 

Man  verbinde  die  beiden  Randpunkte  durch  einen  Querschnitt  (£j, 
der  aus  einer  endlichen  oder  unendlichen  Menge  von  Stücken  analy- 
tischer Kurven  (z.  B.  gerader  Linien)  besteht  (siehe  Nr.  o),  was  immer 
möglich   ist.     Dadurch   zerfällt  33    in   zwei  einfach-zusammenhängende 


1)    Vgl.   Osgood,  S.  544,  545. 
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Bereiche  S^^  und  iög,  denen  jene  beiden  Punkte  ebenfalls  als  Band- 
punldc  angehören.  M  In  939  ziehe  man  zwischen  denselben  Punkten 
einen  neuen  Querschnitt  Gg,  der  ebenfalls  aus  Stücken  analytischer 
Kurven  besteht.  Jetzt  gibt  es  eine  Potentialfunktion,  die  auf  (5^  den 
Wert  Eins  und  auf  d^  den  Wert  Null  annimmt  und  sich  außerhalb 
des  von  ß^  und  ßg  umschlossenen  Bereichs,  insbesondere  auch  an  der 
Stelle  IV  =  oo,  regulär  verhält  (Nr.  6 ).  Diese  nicht  konstante  Funktion 
wird  also  in  93i  überall  regulär  sein,  auf  ß^  den  Wert  Eins  und  in 
allen  übrigen  Punkten  der  Begrenzung  von  33^  Werte  annehmen,  die 
zwischen  Null  und  Eins  liegen.  Wäre  nun  unsere  Behauptung  nicht 
zutreffend,  so  könnte  bei  konformer  Abbildung  von  S  auf  Ä  aus  ^^ 
ein  Bereich  Ä^  entstehen,  der  mit  dem  Rande  von  ^  nur  einen  Punkt 
gemein  hätte.  Dieser  Bereich  ^^  wäre  aber  dann  ein  Bereich  93*. 
In  ihm  müßte  eine  reguläre  Potentialfunktion  existieren,  die  auf 
seinem  ganzen  Rande  den  Wert  Eins  annähme,  mit  Ausnahme  der 
einen  RandsteUe,  an  der  die  Grenzwerte  der  Funktion  wenigstens  be- 
schränkt, nämlich  zwischen  Null  und  Eins  bleiben  müßten.  Und  diese 
Potentialfunktion  würde  nicht  konstant  sein.  Das  aber  haben  wir 
unter  (6)  als  unmöglich  nachgewiesen. 

(8)  Nunmehr  können  auch  im  allgemeinen  Falle  eines  Bereiches  93 
die  Randpunkte  zyklisch  geordnet  werden,  entsprechend  der  Anordnung 
ihrer  Bilder  auf  dem  Rande  von  Ä.  Die  gefundene  Anordnung  läßt 
sich  wieder  auch  direkt  erklären,  da  Querschnitten  zwischen  Rand- 
punkten in  93,  die  sich  schneiden  oder  nicht  schneiden,  ebensolche 
Querschnitte  in  ^  entsprechen.  Außerdem  sieht  man,  daß  die  Bilder 
der  Randpunkte  von  93  auf  dem  Rande  von  ^  überall  dicht  liegen 
müssen.  Diese  Eigenschaft  haben  nämlich  die  im  Satze  von  Fatou 
genannten  Punkte,  die  sicher  Bilder  von  Randpunkten  sind. 

Hiermit  ist  der  Lehrsatz   VII  hetviesen. 

Sogleich  drängen  sich  nun  aber  weitere  Fragen  auf.  Es  möge 
eine  einfache  Kurve,  die  sonst  ganz  in  Ä  verläuft,  in  einem  Rand- 
punkt t,  von  ^  endigen.  Wie  wird  dann  das  Bild  (S  einer  solchen 
Kurve  beschaffen  sein?  Daß  (X  selbst  dann  nicht  einfach  zu  sein 
braucht,  wenn  t,  Bild  eines  Randpunktes  von  93  ist,  zeigt  das  Bei- 
spiel 8  (S.  41).    Wenn  nämlich  6,  aus  dem  Innern  von  93  kommend, 

etwa  den  Punkt  x  ==  0,  y  =  -^  approximiert,  sonst  aber  keinen  Grenz- 
punkt von  93,  dessen  Abszisse  von  Null  verschieden  wäre,  so  ist  diese 
Kurve  (£  sicher  nicht  einfach,  hat  aber  zum  Bilde  eine  einfache 
Kurve  in  ß,    die  in  einem  Randpunkt   endigt.    Welche  sind  die  in  l 


1)  Dies  folgt  aus  der  auf  S.  48  erörterten  Möglichkeit,  die  in  einem  Rand- 
punkt endenden  einfachen  Kurven  abzuändern.  Daher  kann  man  tatsächlich 
den  weiterhin  geforderten  Querschnitt  Sj  ziehen. 
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endigenden  einfachen  Kurven,  deren  Bilder  in  einem  Randpunkt  von  ö 
endigen?  Und  wie  ist  überhaupt  die  Punktmenge  auf  dem  Rande 
von  33  beschaffen,  die  approximiert  wird  vom  Bilde  einer  in  ^  ein- 
fachen Kurve,  die  in  einem  Randpunkt  von  Ä  endigt? 

Leider  haben  wir  zu  Fragen  dieser  Art  eine  befriedigende  Ant- 
wort nicht  finden  können.  Wir  werden  uns  bescheiden  müssen,  einige 
Betrachtungen,  zum  Teil  hypothetischer  Natur,  darüber  anzustellen, 
die   vielleicht   zu    weiteren   Untersuchungen  Anregung   bieten    können. 


§8. 
Versuch  über  das  Verhalten  der  Oesamtheit  der  Orenzpiinkte. 

Daß  wir  über  das  Verhalten  der  Randpunkte  eines  Bereiches  93 
eine  ziemlich  einfache  Aussage  machen  konnten,  beruht  vor  allem 
darauf,  daß  wir  gewisse  Grenzpunkte  mehrmals  gesetzt  haben,  wodurch 
eben  der  BegriÖ  des  Randpunktes  mit  seinem  auf  dem  Rande  von  Ä 
ihm  eindeutig  zugeordneten  Bild  entstand.  Entsprechendes  wird  nun 
für  Grenzpunkte  überhaupt  zu  leisten  sein.  Dieser  Gedanke  kann 
wenigstens  teilweise  leicht  durchgeführt  werden.  Da  wir  aber  neben 
den  Ausdrücken  Grenzpunkt,  Randpunkt  einen  weiteren  nicht  zur  Ver- 
fügung haben,  so  bleibt  uns  kaum  etwas  anderes  übrig,  als  die  Be- 
deutung des  Wortes  Grenzpunld  selbst  abzuändern.  Ganz  unbedenklich 
ist  das  nicht,  bei  einiger  Vorsicht  aber  können  Mißverständnisse  doch 
vermieden  werden. 

Wir  betrachten  zunächst  irgendeinen  Punkt  ^  auf  dem  Rande  des 
Einheitskreises  Ä  und  nehmen  ihn  als  Mittelpunkt  eines  Kreises,  dessen 
Radius  r  <C^  sein  möge.  Beide  Kreisflächen  haben  dann  als  Durch- 
schnittsgebilde einen  Bereich  B^{]^,  aus  dem,  nach  Zufügung  seiner 
zwei  Kreisbogen  erfüllenden  Randpunkte,  ein  abgeschlossenes  Kon- 
tinuum  JB^(^)  entsteht.  Läßt  man  dann  die  Länge  des  Radius  r  eine 
gegen  Null  konvergierende  Folge  durchlaufen,  so  erhält  man  den 
Punkt  ^  als  Durchschnitt  aller  Punktmengen  B^{t,).  Eine  entsprechende 
Folge  erweiterter  Teilbereiche  5ß^(^)  erhält  man  im  Bildbereich  93,  und 
der  Durchschnitt  aller  dieser  abgeschlossenen  und  ineinander  einge- 
schalteten Teilmengen  der  Punktmenge  93  wird  eine  Punktmenge  ?J?(^) 
sein,  die  der  Grenze  ®  von  93  angehört  und  ebenfalls  abgeschlossen 
(und  zusammenhängend)  ist.  Konvergiert  irgendeine  Punktfolge  in  Ä 
oder  U  gegen  den  Punkt  t,,  so  wird  die  entsprechende  Folge  in  95 
oder  ^  ausschließlich  Punkte  der  Menge  ä)J  (^)  approximieren.  Irgend- 
ein Funkt  a  der  Menge  9)J(^)  kann  aber  natürlich  auch  noch  anderen 
solchen  Mengen  9J?(^^)  angehören. 


Die  Punktmenge  SB(f).  öl 

Wir  entschließen  uns  dann,  diesen  Punkt  en  mehr- 
mals XU  setzen^  derart,  daß  die  zu  verschiedenen  Hand- 
punh'ten  C  gehörigen  „Grenzpunkte^*  nunmehr  unterschie- 
den werden. 

Damit  wird  also  der  Begriff  des  Grenzpunktes  selbst  geändert; 
wir  bezeichnen  den  an  der  Stelle  oj  der  ?t-Ebene  gelegenen  und  zu  t, 
gehörigen  „Grenzpunkt"  mit  [w],  gleichgültig,  ob  er  Randpunkt  ist 
oder  nicht.  Wir  sagen,  daß  [w]  die  Stelle  co  überlagert.  Soll  aus- 
gedrückt werden,  daß  [co]  ein  Randpunkt  ist,  so  nennen  wir  ihn,  wie 
bisher,  {co).  Die  Menge  aller  zum  Punkte  t,  gehörigen  Grenzpunkte 
(nach  der  neuen  Definition)  heiße  2Ö(S;).  Diese  Menge  2B(t;)  ist  also 
auf  die  zuvor  erklärte  Menge  9^K^)  umkehrbar-eindeutig  abgebildet, 
insofern  jeder  Punkt  SS(^)  einen  bestimmten  Punkt  von  9)1  (^)  über- 
lagert. Während  aber  zwei  Mengen  9}?(si),  9)1(^2)  noch  Punkte  gemein 
haben  können,  ist  das  für  die  Mengen  3B(^)  nicht  mehr  der  Fall. 
Allen  Punkten  einer  Menge  SB  entspricht  ein  einziger  Punkt  ^,  und 
außerdem  ist  klar,  daß  die  Mengen  2Ö(^)  —  nicht  notwendig  auch 
die  Mengen  9J?(ö)  —  zyklisch  angeordnet  sind,  entsprechend  der 
zyklischen  Ordnung  der  Punkte  t,.  Enthält  die  Menge  2S(^)  einen 
Randpunkt,  so  enthält  sie  sicher  keinen  zweiten  Randpunkt  (Satz  VII). 
Außerdem  sieht  man  leicht  ein,  daß  die  Menge  SS(^),  gleich  der 
Menge  S[J?(^)  (S.  60),  stets  ahgescJdossen  und  zusammenhängend  ist.  Sie 
bildet  also  ein  abgeschlossenes  Kontimmm  immer  dann,  wenn  sie  mehr 
als  einen  Punkt  enthält.  Auch  folgt,  daß  die  Menge  der  Grenzpunkte 
auch  noch  im  neuen  Sinne  dieses  Wortes  ein  abgeschlossenes  Kon- 
tinuum  bildet.  Abzuändern  ist  aber  der  Begriff  der  Konvergenz  einer 
Folge  von  inneren  Punkten  n\  oder  Grenzpunkten  [ojj  gegen  einen 
Grenzpunkt  des  Bereiches  S.  Man  wird  nämlich  eine  solche  Folge, 
die  nur  einen  einzigen  Grenzpunkt  oj,  im  früheren  Sinne  des  Wortes, 
liefert,  jetzt  nur  noch  dann  als  konvergent  gegen  einen  Grenzpunlt  [«] 
bezeichnen  dürfen,  wenn  auch  die  entsprechende  Folge  der  Bildpunkte 
Z/.  oder  t,f.  (gegen  einen  Grenz-  oder  hier  Randpunkt  t,)  Tionvergiert. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  die  Menge  SB(^)  eine  gewisse  StruMur 
hat,  indem  ivir  in  ihr  Teilmengen  von  besonderen  Eigenschaften  nach- 
weisen. 

Es  sei  [oj]  ein  Punkt  von  2Ö(^).  Wir  beschreiben  um  den 
Punkt  00  der  ?t-Ebene  einen  Kreis  vom  Radius  r  derart,  daß  so- 
wohl innerhalb  als  außerhalb  dieses  Kreises  Punkte  des  ganz  im  End- 
lichen liegenden  Bereichs  S  vorhanden  sind.  Die  konstruierte  Kreis- 
fläche ^*  enthält  dann  (in  höchstens  abzählbarer  Menge)  Teilbereiche 
von  3S,  die  sämtlich  eiufach-zusammenhängend  sind  und  zusammen 
den  Durchschnitt  von  Ü*  und  Üß  bilden.  Die  Begrenzung  dieser  Teil- 
bereiche besteht  zum  Teil  aus  Randpunkten  von  Ä*,  und  zwar  gehört 
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zu  jedem  Teilbereich  mindestens  ein  Kreisbogen,  der  zwei  Randpunkte 
von  93  verbindet.  Die  übrigen  Punkte  der  Begrenzung  eines  Teil- 
bereichs liegen  im  Innern  von  ^*  und  zwar  liegen  in  jeder  Nähe 
von  (o  solche  Greuzpunkte  geeigneter  Teilbereiche.  Bei  Abbildung 
von  93  auf  ^  gehen  die  letzten  Begrenzungsteile  sämtlich  in  Kreis- 
bogen über. 

Man  denke  sich  jetzt  auf  dem  Rande  des  Bildkreises  von  ^  außer 
dem  Punkte  ^  =  e'''^  einen  zweiten  Punkt  to^ß'^"  fixiert.  Dann  können 
die  von  t,  und  ^q  verschiedenen  Punkte  des  Randes  als  Punkte  links 
von  t,  und  Punkte  rechts  von  t,  unterschieden  werden.  Punkte  links 
von  t,  wollen  wir  nämlich  die  nennen,  die  überschritten  werden,  wenn 
man  mit  wachsenden  Werten  des  Arcus  von  t,Q  zu  t,  übergeht.  Ent- 
sprechend werden  dann  alle  Grenz- 
punkte von  Sd,  die  nicht  zu  2ß(^) 
oder  9ö(?o)  gehören,  als  Punkte 
links  von  9Ö(^)  und  Punkte  rechts 
von  9Ö(^),  oder  auch  als  Punkte  links 
von  [oj]  und  Punkte  rechts  von  [«] 
J^  unterschieden  werden  können.  Dies 
gilt  insbesondere  von  jeder  Folge 
von  Grenzpunkten  [coj,  die  gegen 
[co]  konvergiert  (siehe  oben  S.  (il). 
Dann  aber  wird,  wenn  man  nur  x 
o;roß  genug  nimmt,  die  durch  die 
Werte  links  und  rechts  ausgedrückte 
Unterscheidung  in  gewissem  Maße 
unabhängig  von  der  Wahl  des 
Punktes  ^qI  Hat  man  zwei  derartige  Punkte  t,^,  ^q,  so  kann  man  eine 
Zahl  n  finden  derart,  daß  für  jc  >  n  die  beiden  Definitionen  überein- 
stimmen. 

Wir  betrachten  jetzt  eine  im  konstruierten  Kreise  Ä*  gelegene 
Punktfolge  n\^,  die  gegen  [co]  konvergiert  und  daher  so  beschaflFen 
ist,  daß  ihre  Bildfolge  2^  g^S®^  ^  konvergiert. 

Es  bedeutet  dann  keine  Einschränkung,  wenn  wir  die  Annahme 
machen,  daß  mit  wachsendem  x  der  absolute  Betrag  \tv^^ — o»  immer 
kleiner  wird  und  gegen  Null  konvergiert.  Gleichzeitig  können  wir 
dann  auch  den  bisher  festgehaltenen  Radius  r  des  konstruierten  Kreises 
eine  gegen  Null  konvergierende  Folge  r  =  r^  durchlaufen  lassen  (der- 
art, daß  immer  r^  >    iv^  —  co     ausfällt). 

Es  liegt  nun  jeder  der  Punkte  zv^  in  einem  der  Teilbereiche,  die 
dem  Radius  r  =  r^  entsprechend  zusammen  den  Durchschnitt  der 
Kreisfläche  ^*(rj  und  des  Bereiches  93  bilden.  93^  sei  dieser  Teil- 
bereich. 93^  muß  dann  notwendig  eine  der  folgenden  drei  Eigen- 
.schaften  haben: 
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L.  Er  ist  ein  „Bereich  ^y",  d.  h.  er  enthält  auf  seiner  Begrenzung 
innerhalb  9*  nur  Punkte  linlis  von  [co\. 

M.  Er  ist  ein  „Bereich  S3^„j",  d.  h.  er  hat  auf  seiner  Begrenzung 
innerhalb  £*  sowohl  Punkte  Ihiks  als  auch  solche  rechis  von  [co]. 

R.  Er  ist  ein  „Bereich  33^ /^  d.  h.  er  hat  auf  seiner  Begrenzung 
nur  Punkte  rechts  von  [co\. 

Von  mindestens  einer  dieser  drei  Arten  von  Bereichen  muß  den 
Werten  %  =  1,  2,  .  .  .,  n,  .  .  .  entsprechend  eine  unendliche  Menge  vor- 
handen sein. 

Wir  machen  jetzt  die  Annahme  31,  daß  unendlich  viele  Bereiche  S^^ 
vorhanden  sind.  Dann  können  wir  alle  Punkte  der  Folge  ic^  weg- 
lassen, die  nicht  in  solchen  Bereichen  liegen,  oder  aber,  wir  dürfen 
annehmen,  daß  alle  Punkte  der  Folge  w^  selbst  schon  in  Bereichen 
^xm  liegen.  Ein  Teil  der  Begrenzung  von  33^  wird  jetzt  gebildet  von 
einem  Kreisbogen,  der  auf  dem  Rande  von  ^*(>*J  liegt,  und  zwar  ver- 
bindet dieser  Kreisbogen  einen  Randpunkt  von  93,  der  links  von  [w] 
liegt,  mit  einem  Randpunkt  rechts  von  [«].  Dieser  Kreisbogen  ist  also 
ein  Querschnitt  von  33  und  hat  zum  Bilde  einen  Querschnitt  von  Ä, 
der  einen  Punkt  links  von  ^  mit  einem  Punkt  rechts  von  t,  ver- 
bindet. Der  Querschaitt  von  93  zerlegt  93  und  der  Querschnitt  von 
^  zerlegt  St  in  zwei  Bestandteile,  derart,  daß  im  letzten  Falle  tj,  an 
der  Grenze  des  einen  Teilbereiches  von  ^  und  t,  an  der  Grenze  des 
anderen  liegt.  Da  aber  der  Querschnitt  von  93  mit  wachsendem  x  sich 
schließlich  auf  den  Punkt  co  zusammenzieht,  so  füllt  der  erste  Be- 
standteil von  93  in  der  Grenze  schließlich  den  ganzen  Bereich  93  aus, 
und  entsprechend  konvergiert  der  erste  Bestandteil  von  ß  gegen  Ä 
selbst.  Die  Querschnitte  von  Ä  müssen  also,  mit  wachsenden  Werten 
von  X,  sich  dem  Rande  von  ^  beliebig  eng  anschließen.  Überdies 
kann  aus  dem  Satze  von  Fatou  geschlossen  werden,  daß  diese  Quer- 
schnitte sich  schließlich  auf  den  Punkt  t,  selbst  zusammenziehen,  da 
bei  der  entgegengesetzten  Annahme  der  Punkt  [cd]  Randpunkt  { =  (co) } 
und  Bild  mehrerer  Randpunkte  von  ^  sein  müßte. 

Es  sei  nun  S  eine  Kurve,  deren  Punkte  den  Punkten  der  bei  ^  =  1 
nicht  abgeschlossenen  Strecke  0^i^<  1  umkehrbar-eindeutig  und  stetig 
zugeordnet  sind,  derart,  daß  allen  Punkten  dieser  Strecke  Kurvenpunkte 
im  Innern  von  93  entsprechen,  während  bei  Annäherung  des  Para- 
meters t  an  die  Stelle  ^  =  1  Grenzpunkte  von  23  approximiert  werden. 
Wir  wollen  eine  solche  Kurve  in  ©  einfach  nennen.  Wir  werden 
dann  sagen,  daß  eine  solche  die  Stelle  co  der  Begrenzung  approxi- 
mierende Kurve  den  ra  überlagernden  Grenzpunkt  [co']  approximiert, 
wenn  ihr  Bild  S',  notwendig  eine  in  ^  einfache  Kurve,  den  zu  [co'] 
gehörigen  Punkt  ^  approximiert  (und  insbesondere  vielleicht  erreicht). 

Nehmen  wir  also  an,  daß  C£  irgendeinen  zu  SB(^)  gehörigen  Grenz- 
punkt [co']  approximiert,   so  wird  S'  den  Punkt  t,  approximieren  und 
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also  unendlich  viele  der  beschriebenen  QuerscJiniffe  überschreiten  müssen. 
ß  selbst  wird  dann  unendlich  viele  jener  Kreisbogen  überschreiten 
müssen,  die  Bilder  der  betrachteten  Querschnitte  von  Ä  sind,  und 
wird  folglich  auch  den  zuvor  beschriebenen  Punkt  [co]  approximieren, 
der  der  Annahme  M  entspricht.    Hiermit  ist  bewiesen: 

1.  Wenn  eine  in  S3  einfache  Kurve  irgendeinen  Grenzpunkt  [a] 
aus  der  Menge  2S(^)  approximiert,  so  approximiert  sie  auch  jeden 
Grenzpunld  [09],  in  dessen  beliebig  enger  Umgebung  solche  Teilbereiche 
'^y.m  ^^'^  ^  liegen,  die  auf  ihrer  Begrenzung  sowohl  PunJde  links  von 
[gj]  als  auch  solche  rechts  von  [co]  enthalten. 

Dies  trifft  z.  B.  zu,  wenn  [oj]  =  (w)  ein  Randpunkt  ist.  Es  folgt 
also  insbesondere: 

2.  Wenn  die  Menge  2S  ( t)  einen  Bandpunki  enthält,  so  wird  dieser 
von  jeder  in  33  einfachen  Kurve  approximiert,  die  überhaupt  einen  Funkt 
von  2S(^)  approximiert. 

Wir  nennen  jetzt  die  —  vielleicht  leere  (aus  null  Punkten  be- 
stehende) —  Teilmenge  aller  der  Grenzpunkte  \co\  von  2ß(^),  denen 
die  unter  1.  genannte  Eigenschaft  zukommt,  il{t,)  und  bezeichnen  sie 
als  den  Kern  von  2B(^).     Dann  gilt  der  weitere  Satz: 

3.  Der  Kern  ü(^)  ist  die  Menge  aller  in  2Ö(^)  enthaltenen 
Grenzpunkte,  die  von  jeder  in  SQ  einfachen  Kurve  approximiert  werden 
jnüssen,  die  überhaupt  einen  Punkt  von  2Ö(^)  approximiert. 

Wenn  nämlich  der  t,  entsprechende  Grenzpunkt  [o']  nicht  zu  ^{^) 
gehört,  also  nicht  die  oben  beschriebene  Eigenschaft  M  hat,  so  muß 
er  die  Eigenschaft  L  oder  R  haben,  oder  beide  zugleich.  Bei  Abbildung 
von  93  auf  U  ergibt  sich  dann  eine  Folge  von  Bereichen  93^ j  oder  33^,-, 
die  an  Kreisbogen  links  oder  rechts  von  t,  anstoßen,  nicht  aber  an 
Kreisbogen  beider  Arten  zugleich,  oder  es  ergeben  sich  zwei  solche 
Folgen.  Mit  einer  in  ^  einfachen  Kurve,  die  den  Punkt  t,  approxi- 
miert, kann  man  aber  immer  alle  diese  Bereiche  vermeiden.  Das  Bild 
einer  solchen  Kurve  ist  dann  eine  in  S  einfache  Kurve,  die  zwar 
Punkte  aus  der  Menge  3B(^)  approximiert,  nicht  aber  den  Paukt  [o']. 
(Es  kann  wohl  sein,  daß  diese  Kurve  den  Punkt  co  der  w-Ebene 
approximiert.  Dann  aber  approximiert  sie  Grenzpuukte  [w"],  die  eben- 
falls cj'  überlagern,  aber  nicht  dem  Randpunkt  ^  entsprechen,  also 
wohl  zu  9J?(^),  nicht  aber  zu  $B(s)  gehören.) 

Aus  dem  geführten  Beweis  ergibt  sich  schließlich  noch: 

4.  Jeder  Punkt  des  Kernes  ü(^)  kann  ebensowohl  durch  eine  Folge 
von  Randpunkten  des  Bereichs  33  approximiert  iverden,  die  links  von 
ihm  liegen,  als  auch  durch  eine  solche,  deren  Punkte  rechts  von  ihm  liegen. 
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Das  Gleiche  wird  auch  eintreten  für  jeden  Punkt  [ra]  Ton  Sl(^), 
der  zugleich  die  Eigenschaften  L  und  R  (S.  63)  hat. 

Durch  Betrachtungen,  wie  sie  zu  den  Sätzen  1 — 4  geführt  haben, 
kann  man  vielleicht  noch  etwas  weiter  kommen.  Es  scheint  aber 
schwierig  zu  sein,  den  Lehrsatz  zu  beweisen  —  oder  zu  widerlegen  — , 
den  wir  nunmehr  als  eine  Hypothese  aufzustellen  wagen,  um  daraus 
noch  weitere,  dann  natürlich  ebenfalls  hypothetische  Folgerungen  zu 
ziehen: 

5.  (Hypothese.)  Bas  Bild  eines  Radius  des  Kreises  ^  ist  immer 
eine  (natürlich  in  S  einfache  und  zugleich  analytische^))  Kurve,  die  in 
einer  Kernmenge  ^\J^)  endigt. 

Unter  dem  Ende  einer  in  33  einfachen  Kurve,  die  irgend  welche 
Grenzpunkte  von  33  approximiert,  verstehen  wir  hier  die  Gesamtheit 
dieser  Grenzpunkte. 

Hierin  liegt  schon  die  Behauptung,  daß  tatsächlich  jede  Punkt- 
menge 2Ö(^)  eine  Menge  ^(t)  umfaßt  (während  vorhin  die  entgegen- 
gesetzte Annahme  als  eine  Denkmöglichkeit  bestehen  geblieben  war), 
femer,  daß  diese  Menge  ß(t)  entweder  aus  einem  Punkt  (Randpunlxt) 
besteht  oder  ein  abgeschlossenes  Kontinuum  bildet}) 

Ein  in  93  verlaufendes  analytisches  Kurvenstück,  das  einen  Quer- 
schnitt von  S  bildet,  bestimmt  bekanntlich  eine  uneigentlich-konforme 
Abbildung,  eine  konforme  oder  Seh ivar zsche  Spiegelung.^)  Es  kann 
sein,  daß  diese  Spiegelung  sich  für  alle  Punkte  von  33  regulär  verhält 
und  die  beiden  Teilbereiche,  in  die  33  durch  den  Querschnitt  zerlegt 
wird,  miteinander  vertauscht.  Wir  wollen  dann  den  Querschnitt  eine 
Symmetrielinie  von  33  nennen.    Aus  5.  folgt  sodann: 

6.  Jede  Symmetrielinie  des  Bereichs  iö  hat  ihre  beiden  Enden  in 
zivei  verschiedenen  Bunldmengen  i^(bi)>  -^(^2)-  Umgehehrt  ivird  durch 
zivei  solche  Bunldmengen,  oder  durch  eine  und  einen  Bunli  in  33,  oder 
endlich  durch  zwei  BunJcte  in  33  eine  Stjmmetrielinie  eindeutig  bestimmt. 

Eine  Symmetrielinie  von  33  kann  nämlich  auch  erklärt  werden 
als  ein  solcher  Querschnitt  von  S,  dessen  Bild  bei  passend  gewählter 


1)  Analytische  Kurve  heißt  hier:  analytisches  Kurvenstiiek. 

2)  Wenn  das  unter  5.  genannte  analytische  Kurvenstück  einen  Randpunkt 
erreicht,  so  kann  es  möglicherweise  über  diesen  hinaus  analytisch  fortgesetzt 
werden,  und  die  Fortsetzung  kann  dann  noch  weitere  Grenzpunkte  enthalten 
(Beispiel  8).  Diese  rechnen  wir  nicht  zum  Ende  der  Kurve.  —  In  der  im  Vor- 
wort zitierten  Theorie  des  Herrn  C.  Caratheodory  hat  das  Wort  Ende  eine 
andere  Bedeutung.  Es  bedeutet  eine  der  von  uns  mit  90?  (J;  berechneten  Punkt- 
mengen. 

3i  Siebe  das  erste  Heft  dieser  Vorlesungen,  insbesondere  S.  88,  89,  und  die 
Darlegungen  bei  Osgood,  S.  580 — 588. 
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konformer  Abbildung  auf  einen  Kreis  als  Durchmesser  erseheinen 
kann.  Die  Gesamtheit  aller  Symmetrielinien  von  Ä  aber  besteht,  wie 
leicht  zu  zeigen,  aus  eigentlichen  (nämlich  krummen)  oder  uneigent- 
lichen (geraden)  Kreisbogen,  die  in  ^  verlaufen  und  in  ihren  Enden 
auf  der  Peripherie  von  ^  senkrecht  stehen.  Daher  sieht  man,  daß  in 
der  Aussage  5.  an  Stelle  der  geradlinigen  Annäherung  an  ^  auf  einem 
Radius  auch  die  Annäherung  an  irgendeiner  Svmmetrielinie  hätte  treten 
können.    Diese  Bemerkung  wird  verallgemeinert  in  folgendem   Satz^): 

7.  Bas  Bild  einer  Sehne  des  Kreises  ^,  die  im  Randpunkt  ^  endigt, 
ist  eine  in  33  einfache  Kurve,  deren  Ende  von  der  Auswahl  der  Sehne 
unabhängig  ist.  Dieselbe  Punldmenge  (nämlich,  nach  5.,  die  Kernmenge 
Sl(i,))ist  zugleich  das  Ende  des  Bildes  auch  jeder  beliebigen  in  ^  einfachen 
und  in  l  endigenden  Kurve,  die  zwischen  ztvei  der  genannten  Sehnen 
eingeschlossen  uerden  Jcann. 

Es  sei  (f  der  absolute  Betrag  des  absolut -kleinsten  unter  den 
beiden  Winkeln,  die  irgendeine  in  ^  endigende  und  von  einem  Durch- 
messer verschiedene  Kreissehne  mit  der  Kreistangente  in  ^  bildet. 
Man  bestimme  dann  eine  positive  ganze  Zahl  n  so,  daß 

W  +  1    *^     TT 

wird.  Hierauf  teile  man  den  Winkel  zwischen  der  Sehne  und  dem  zu 
^  gehörigen  Durchmesser  in  n  gleiche  Teile  und  trage  vom  Durch- 
messer und  von  der  Sehne  selbst  aus  nach  der  anderen  Seite  noch 
eine  gleiche  Winkelgröße  ab.    (Siehe  Fig.  11,  die  der  Annahme  w  =  3 

entspricht).  Jetzt  konstruiere  man  einen  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt  ^,  der  alle  die  entstan- 
denen Winkelschenkel  im  Innern  von  ü  trifft. 
Jeder  der  konstruierten  Kreisradien  d'i, . . .,  6'„  +  i 
wird  dann  Symmetrielinie  eines  Teilbereichs 
von  ^,  6/  des  Bereichs  ^q^,  ßg'  des  Bereichs 
^J3  usw.  Dies  überträgt  sich  auf  den  Bereich  ^: 
Das  Bild  ßj  von  ß^'  wird  Symmetrielinie  von 
33  und  von  S3o2,  ^2  "^^^^  Symmetrielinie  von 
95i3  usw.  Die  in  3B(^)  enthaltenen  Enden  der 
Fig.  11.  Kurven  ^0,  ^1^  ■  - -,  ^n+i  seien 

Nun  umfaßt  nach  Satz  3  die  Menge  M^  die  Menge  Sl  =  M^.  Nach  6 
ist  aber  Jig  eine  Menge  vom  Typus  ß  in  bezug  auf  den  Bereich  SS^^ 


1)  Der  Satz  7,  den  wir  hier  aus  der  Hypothese  5  ableiten,  ist  selbst  nicht 
hypothetischer  Natur.  Er  wird  weiterhin  bewiesen  werden  (§  15,  S.  127).  Um 
von  7  zu  5  zurückzukommen,  müßte  man  für  die  nach  7  zu  erklärende  Punkt- 
menge die  für  Sl  charakteristische  Eigenschaft  3  nachweisen  können. 
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und  auch  noch  in  bezug  auf  jeden  ^^3  umfassenden,  zu  (^^  sym- 
metrischen Teilbereich  von  93.  Daher  umfaßt  auch  die  Menge  31^  die 
Menge  Jig .    Es  folgt  also 

Hiermit  ist  der  erste  Teil  des  Satzes  7  (unter  Voraussetzung  der 
Gültigkeit  der  Vermutung  5)  bewiesen.  Der  zweite  Teil  der  Behaup- 
tung ergibt  sich,  wenn  man  den  durch  zwei  Sehnen  begrenzten  Teil- 
bereich  von  ^  an  Stelle  von  Ä  setzt,  ihn  also  etwa  auf  einen  neuen 
kreisförmigen  Bereich  abbildet.  Ist  dann  ^'  der  zu  t,  gehörige  Bild- 
punkt, so  sieht  man,  daß  im  vorliegenden  Falle  die  Punktmengen 
2B(^')  und  ii(t')  =  ß(t)  identisch  sind.  Das  Bild  der  unter  7  be- 
schriebenen Kurve  approximiert  mithin  alle  in  5i(^)  enthaltenen  Punkte 
und  nur  diese. 

Nimmt  man  an,  daß  ii(t)  sich  auf  einen  Punkt  (Randpunkt) 
reduziert,  so  folgt,  daß  die  nach  dem  jFa^oMSchen  Satze  zu  kon- 
struierenden Randpunkte  von  33  die  Gesamtheit  aller  Randpunkte  er- 
schöpfen : 

8.  Ist  l  Bild  eines  RandpunJctes  (co)  von  93,  so  haben  die  in  ^ 
endigenden  Kreisselinen  zu  Bildern  in  93  einfache  Kurven,  die  in  eben 
jenem  RandpunM  endigen. 

Auch  diese  Behauptung  ist  natürlich  hypothetisch,  sie  beruht  auf 
der  nicht  bewiesenen  Annahme  5.  Nimmt  man  sie  als  richtig  an,  so 
ergibt  sich  ein  weiteres  interessantes  Problem.  Ist  nämlich  der  Rand- 
punkt (o)  insbesondere  so  beschaffen,  daß  er  in  mehr  als  einer  Rich- 
tung geradlinig  erreicht  werden  kann,  so  entsteht  die  Frage,  ob  die 
konforme  Abbildung  bei  (w)  und  t,  noch  in  weiterem  Sinne  winkel- 
treu sein  muß,  d.  h.  ob  entsprechende  Winkel  dort  wenigstens  noch 
proportional  sind,  und  wenn  nicht,  wie  sie  sich  dann  verhalten  werden. 

Die  vorausgehenden  Betrachtungen  enthalten  einen  Hinweis  darauf, 
daß  es  bei  tieferem  Eindringen  in  die  hier  behandelten  Probleme  not- 
wendig werden  wird,  die  Unterscheidung  einander  überlagernder  Grenz- 
punkte noch  weiter  zu  treiben,  den  bei  der  Menge  9}J(^)  ausgeführten 
Spaltnngsprozeß  bei  der  Menge  SB  (^  zu  wiederholen.  Wir  lassen  das 
auf  sich  beruhen,  und  beschränken  uns  auf  Folgendes : 

Teilen  wir  Ä  in  zwei  Teilbereiche  ^,  und  ^^  durch  einen  Quer- 
schnitt, der  in  t,  eine  bestimmte  Sehne  von  ß  als  Tangente  zuläßt 
und  t,  mit  einem  anderen  Punkte  l^  verbindet,  so  wird  das  Bild  dieses 
Querschnitts  die  Punktmenge  ^{jC)  zum  einen  Ende  haben.  Jeder 
Punkt  [w]  dieser  Menge  kann  dann  auf  der  Begrenzung  von  93  durch 
Randpunkte  approximiert  werden,  die  links  von  [co]  liegen,  und  durch 
solche,  die  rechts  von  [co]  liegen,  außerdem  aber  kann  es  noch  Grenz- 
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punkte  [«']  geben,  die  zu  2B(^),  aber  nicht  zu  ^(s)  gehören  und 
doch  die  gleiche  Eigenschaft  haben.  Diese  Punkte  werden  wir  dann 
gleich  denen  von  ^(t)  zur  Begrenzung  der  beiden  entstandenen  Teil- 
bereiche 33;  und  33,.  von  93  rechnen  müssen,  während  die  übrigen 
Punkte  [to"J  von  2B(bj  entiveder  zu  S^  oder  zu  93,.  zu  rechnen  sein 
werden.  Die  Punktmeuge  ß(t)  aber  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  Ä 
durch  Äj  oder  U^,  23  durch  93^  oder  S,.  ersetzen.  Eine  in  ^^  ver- 
laufende einfache  Kurve  zum  Beispiel,  die  in  t,  endigt  und  dort  nun 
nicht  mehr  eine  Sehne,  sondern  die  Kreistangente  zur  Tangente  hat, 
wird  zum  Bilde  eine  in  93,  einfache  Kurve  haben,  die  alle  Punkte  von 
ii(^)  approximiert,  außerdem  aber  vielleicht  noch  andere  Punkte  der 
Begrenzung  von  S,  die  durch  Randpunkte  linhs  von  ii(^)  approximiert 
werden  können. 

Eine  kurze  Wiederholung  eines  Teiles  unserer  Behauptungen 
wird  nicht  schaden: 

Zu  jedem  Punkte  t,  auf  dem  Rande  von  Sl  gehört  eine  Punkt- 
menge 9B(^)  auf  der  Begrenzung  93.  Jede  dieser  Mengen  ist  ab- 
geschlossen, sie  besteht  also  entweder  aus  einem  einzigen  Punkte,  der 
dann  Randpunkt  ist,  oder  sie  ist  ein  Kontinuum.  Die  Mengen  9Ö(^) 
sind  zyklisch  geordnet  und  entsprechen  bei  konformer  Abbildung  von 
^  auf  93  den  Punkten  l 

Jede  Punktmenge  9ö(^)  enthält  einen  Kern  ß(^),  der  sie  mög- 
licherweise erschöpft  und  eljenfalls  eine  abgeschlossene  Menge  bildet, 
also  entweder  ein  Randpunkt  oder  ein  Kontinuum  ist.  Approximiert 
eine  in  93  einfache  Kurve  irgendeinen  Punkt  von  2Ö(^),  so  approxi- 
miert sie  immer  alle  Punkte  des  Kerns.  Es  gibt  solche  Kurven,  die 
mir  den  Kern  approximieren  und  also,  wenn  er  ein  Randpunkt  ist, 
ihn  erreichen.  Dazu  gehören  die  Kurven,  deren  Bilder  in  ^  Kreis- 
sehnen sind,  die  in  t,  endigen. 

Jeder  Punkt  des  Kerns  hat  die  Eigenschaft  M  (S.  63),  möglicher- 
weise außerdem  noch  eine  der  Eigenschaften  L,  JR,  oder  beide  (Bei- 
spiel S.  70).  Die  übrigen  Punkte  von  9Ö(^),  falls  es  solche  gibt, 
haben,  nachdem  man  eventuell  einige  unter  ihnen  doppelt  gesetzt  hat, 
entweder  die  Eigenschaft  L  oder  die  Eigenschaft  R,  nicht  aber  die 
Eigenschaft  M. 

Setzt  man  an  Stelle  des  kreisförmigen  Bereichs  ^  einen  solchen, 
der  teilweise  durch  ein  Stück  einer  analytischen  Kurve  begrenzt  wird 
und  seinerseits  ^auf  einen  kreisförmigen  Bereich  konform  abgebildet 
werden  kann,  so  ergeben  sich  (unter  anderem)  die  folgenden  Sätze, 
deren  Inhalt,  gleich  dem  Vorhergehenden,  zum  Teil  hypothetisch  ist: 

VIII.  Es  möge  irgendein  Bereich  an  ein  Stück  einer  analytischen 
Kurve  anstoßen,   das  ganz  aus  regulären  PimJcten  dieser  Kurve  besteht. 


Lehrsätze  VIII,  IX.  69 

Es  sei  ferner  die  Fuviktion  w{z)  für  diesen  Bereich  erklärt  und  in  ihm 
regidär,  umlcehrhar  -  eindeutig  und  heschränli  {  «f(^)  <JR}.  Dann 
approximiert  diese  FunJction  bei  geradliniger  Annäherung  an  eine  Stelle  ^ 
des  Kurvenbogens  immer  denselben  Wertevorrat  ß(^),  es  sei  denn,  daß 
die  Annäherung  in  der  Richtung  der  Kurventangente  erfolgt,  oder  daß 
es  sich  um  einen  der  beiden  Endpunlde  des  Bogens  handelt.  Mindestens 
derselbe  Wertvorrat  ivird  auch  bei  jeder  anderen  Art  der  Annäherung 
approximiert. 

Nähert  man  sich  der  Stelle  t,  auf  einer  einfachen  Kurve,  die  zwischen 
zwei  der  genannten  in  t,  endigenden  Geraden  eingeschlossen  werden  'kann, 
so  erhält  man  nur  den  Wertevorrat  5i(^),  der  bei  Annäherung  auf 
diesen  beiden  Geraden  entsteht. 

IX.  Auf  dem  genannten  Kurvenbogen  gibt  es  in  nicht  abzählbarer 
Menge  überall  dicht  liegende  Punkte  t*,  deren  zugeordneter  Wertevorrat 
iß(^*)  nur  aus  einem  einzigen  Wert  w(S*)  besteht.  Alle  Punkte  des 
Bogens,  denen  diese  Eigenschaft  nicht  zukommt,  bilden  auf  dem  Bogen 
eine  Menge  von  Lebesgueschem  Maß  Nidl  (Fatou). 

Die  Bildpunlde  co(^*)  erschöpfen  in  ihrer  Gesamtheit  alle  Rand- 
punkte des  in  der  w-Ebene  entstehenden  Bereichs,  die  bei  konformer  Ab- 
bildung durch  w(z)  Punkten  auf  dein  analytischen  Kurvenbogen  zuge- 
ordnet IC  er  den. 

Jeder  Wert,  der  überhaupt  bei  Annäherung  des  Argumentes  z  an 
eine  Stelle  t,  des  Bogens  approximiert  werden  kann,  tvird  auch  bei  An- 
näherung auf  dem  Bogen  selbst  durch  geeignete  Wertefolgen  a^it*) 
approximiert. 

Im  letzten  Satze  sind,  wie  zuvor,  die  Endpunkte  des  Bogens  aus- 
zuschließen. 

Der  Leser  wird  in  den  vorgeführten  Beispielen  überall  die  mit 
2B(^)  und  ü(t)  bezeichneten  Punktmengen  selbst  auffinden.  Besonders 
instruktiv  ist  das  Beispiel  (15),  wo  eine  Seite  des  gezeichneten  Recht- 
ecks (Fig.  6)  eine  Menge  2Bf^),  und  das  stärker  ausgezogene  Stück 
davon  die  zugehörige  Teilmenge  ii(^)  bildet.  Es  war  aber  noch  kein 
Beispiel  vorgekommen,  in  dem  ein  Grenzpunkt  die  zuvor  (S.  63)  mit 
L,  M,  R  bezeichneten  Eigenschaften  gleichzeitig  hat.  Daher  wird  viel- 
leicht noch  ein  weiteres  Beispiel  willkommen  sein,  das  durch  die  fol- 
gende Figur  12  verauschaulicht  wird. 

Der  dargestellte  Bereich  verläuft  im  Ringgebiet  zwischen  zwei 
Kreisen;  jeder  Punkt  des  äußeren  Kreises  ist  auf  eine  Art  Randpunkt 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  (Oq,  der  zunächst  als  Bild  des  zuvor  mit 
t,Q  bezeichneten  Randpunktes  gedacht  ist  und  dann  noch  von  einem 
zweiten  Randpunkt  überlagert  wird.  Jeder  zwischen  beiden  Kreisen 
gelegene  Grenzpunkt  ist  auf  zwei  Arten  Randpunkt,   und  die  Punkte 
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des  inneren  Kreises  bilden  die  Menge  SS(^).  Die  Zeichen  l,  r,  m 
deuten  an,  ob  die  ihnen  nahestehenden  Randpunkte  links  von  SCB(^) 
oder  rechts  von  2ö(t)  liegen,  oder  ob  der  eine  diese,  der  andere  jene 
Eigenschaft  hat.  Der  kleinere  Kreis  ist  aus  naheliegendem  Grunde  in 
der  Figur  mehrfach  ausgezoffen. 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


Das  folgende  Beispiel  ist  eine  Abänderung  eines  solchen,  das  uns 
von  C.  Caratheodory  mitgeteilt  worden  ist.  Es  entscheidet  die  Frage, 
ob  es  möglich  ist,  daß  alle  Punktmengen  SS  (t)  aus  mehr  als  einem 
Punkte  bestehen. 

Die  Konstruktion  eines  so  paradoxen  Bereichs  gelingt  in  zw^ei 
Schritten. 

a)  Man  teile  den  Umfang  eines  Kreises  z.  B.  in  acht  gleiche 
Bogen.  Alternierend  lösche  man  vier  dieser  Bq^eu  aus  und  setze  an 
ihrer  Stelle  dem  Kreise  gleichschenklige  Dreiecke  auf,  die  ihre  Spitzen 
in  einem  passend  gewählten  größeren  konzentrischen  Kreise  haben 
ähnlich  wie  im  Beispiel  11  (Fig.  4,  S.  42).  Man  erhält  dann  einen 
Bereich,  der  durch  vier  Kreisbogen  und  2  •  4  gerade  Linienstücke  be- 
grenzt ist.  Jeden  dieser  Bogen  und  jedes  dieser  Linienstücke  teile 
man  in  drei  gleiche  Teile.  Das  mittlere  Stück  lösche  man  wieder  aus 
und  setze  dafür  ein  Dreieck  auf,  dessen  Spitze  in  dem  größeren  Kreis 
liegt,  und  zwar  in  der  Projektion  der  Mitte  des  ausgelöschten  Stücks. 
Die  Fig.  13  zeigt  dieses  Stadium  der  im  Entstehen  begrifi'enen  Figur. 
Man  fahre  in  dieser  Weise  fort  in  infinitum. 

Alle  Randpunkte  des  gefundenen  Bereichs  I,  die  nicht  auf  dem 
äußeren  Kreise  liegen,  haben  nun  schon  die  verlangte  Eigenschaft. 
Sie  gehören  zu  Mengen  SS(^),  die  noch  weitere  Punkte  enthalten. 
Setzt  man  nämlich  den  Radius  Vektor,   der  in  einem  solchen  Punkte 
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endigt,  bis  zum  äußeren  Kreise  hin  fort,  so  erhält  man  die  entsprechende 
Menge  SB(e). 

Außer  diesen  Randpunkten  gibt  es  aber  auch  noch  solche,  die  hier 
nicht  zu  brauchen  sind,  nämlich  alle,  die  auf  dem  äußeren  Kreise 
liegen.  Sie  sind  in  radialer  Richtung  geradlinig  erreichbar,  und  jeder 
von  ihnen   bildet  für  sich  schon  eine  Menge  SS(t). 

Sie  wegzuschaffen  gelingt  in  einem  zweiten   Schritt. 

b)  Man  unterwerfe  die  ganze  Figur  der  in  Beispiel  17  beschrie- 
benen und  durch  Fig.  8  (S.  45)  dargestellten  nicht -konformen  Trans- 
formation. Aus  I  entsteht  so  ein  neuer  Bereich  11,  der  der  gestellten 
Forderung  genügt. 

Die  Menge  der  in  I  auf  dem  äußeren  Kreise  gelegenen  nicid  er- 
reichbaren Punkte  hat,  wie  sich  zeigen  läßt,  das  (Ze^yes^ruesche)  Maß  Null, 
ihre  Komplementärmenge,  die  Menge  der  dort  gelegenen  Randpunkte 
hat  also  zum  Maß  den  Kreisumfang  und  die  Mächtigkeit  des  Kon- 
tinuums:  In  II  ist  diese  Menge  ersetzt  durch  eine  Menge  der  gleichen 
Mächtigkeit  von  Mengen  ii,  die  alle  denselben  Kreis  (Grenzkreis) 
überlagern.  Bei  konformer  Abbildung  von  II  auf  ^  gehen  alle  diese 
Mengen  5i  in  einzelne  Punkte  auf  dem  Rande  von  Ä  über  unter  Be- 
wahrung ihrer  zyklischen  Anordnung.  Diese  Bildpunkte  liegen  auf 
dem  Rande  von  Ä  überall  dicht,  und  sie  bilden  dort  eine  Menge,  die 
natürlich  ebenfalls  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums,  aber  auch,  nach 
dem  Fatou?>che\x  Satze,  das   Maß  Null  hat. 

Das  Vorgetragene  geht  wohl,  auch  soweit  es  nicht  hypothetischer 
Natur  ist,  ziemlich  weit  über  das  hinaus,  was  im  konkreten  Falle  sich 
rechnerisch  wird  durchführen  lassen.  Als  die  für  die  Anwendungen 
wichtigsten  Fälle  werden  die  anzusehen  sein,  in  denen  jede  Punkt- 
menge iß(^)  aus  einem  einzigen  Punkt  (Randpunkt)  besteht  und  bei 
denen  insbesondere  ein  einfacher  Rand  (S.  49)  existiert,  die  Fälle  also, 
in  denen  jeder  der  ursprünglichen  Grenzpunkte  durch  einen  ihm  über- 
lagerten Randpunkt  erschöpft  wird.  Die  Grenze  des  Bereichs  33  ist 
dann  punktweise  umkehrbar-eindeutig  und  stetig  auf  den  Rand  des 
Bildkreises  ß  bezogen;  die  Randkurve  ist  eine  sogenannte  Jordans.c\ie 
Kurve,  die  die  Ebene  in  zwei  Teile  zerlegt.^) 

Das  Dirichletsche  Problem  aber  kann  für  alle  hier  betrachteten 
Bereiche  gestellt  und  auf  die  entsprechende  Aufgabe  für  den  Kreis 
zurückgeführt  werden.  Man  kann  für  die  llandpunJde  eines  einfach- 
zusammenhängenden Bereiches  39  die  Werte  einer  in  ^  stetigen  Po- 
tentialfunktion vorzuschreiben  versuchen.  Notwendige  und  hinreichende 
Bedinofuncr  für  die  Existenz  dieser  Funktion  ist  dann  die  Existenz 
einer  stetigen  Potentialfunktion  in  Ä  für  die  entsprechenden  Randwerte.^) 

1)  Siehe  /.  Brouwer,  Math.  Ann.  Bd.  69,  1910,  S.  169 — 175,  wo  noch  weitere 
Literatur  angegeben  wird.  2)  Siehe  den  auf  S.  50  zitierten  Aufsatz  von  Fatou. 
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§9. 
Äbbilduug  einfacher  polygonaler  Bereiche. 

Wir  betrachten  jetzt  eine  sehr  spezielle  Art  von  Bereichen,  näm- 
lich solche  einfach- zusammenhängende  Bereiche,  die  über  der  Gauß- 
schen  Ebene  ausgebreitet  und  von  einer  endlichen  Zahl  von  Stücken 
gerader  Linien,  also  von  einem  Polygon  begrenzt  sind.  Wir  wollen 
aber  diese  polygonalen  Bereiche  noch  einer  weiteren  Einschränkung 
unterwerfen,  die  übrigens  aufgehoben  werden  kann:  Sie  sollen  weder 
Wiudungspunkte,  noch  den  uneigentlichen  Punkt  enthalten.  Die  Folge 
ist  dann,  daß  jede  konforme  Abbildung  eines  solchen  Bereichs  auf  eine 
Kreisfläche  für  die  inneren  Punkte  durchweg  konform  im  engeren  Sinne 
ausfällt.  Für  die  Begrenzung  aber  gilt  das  nicht;  auch  folgt  nicht, 
daß  ein  solcher  Bereich  schlicht  über  der  Ebene  liegen  müßte. 

Um  nicht  eine  immerhin  etwas  umständliche  Erklärung  fort- 
während wiederholen  zu  müssen,  wollen  wir  die  beschriebenen  Bereiche 
einfache  polygonale  Bereiche  nennen. 

Wir  beginnen  mit  der  Entwicklung  einiger  Formeln,  die  man 
CJiristoffel  und  Schwarz  verdankt^),  und  die  zeigen,  Avie  man  das 
Innere  einer  Kreisfläche  auf  das  Innere  eines  geradlinigen  Polygons 
umkehrbar-eindeutig  und  konform  abbilden  kann. 

Wir  bezeichnen  die  unabhängio-e  Veränderliche  mit  t  und  denken 
uns  auf  der  Achse  der  reellen  t  dann  n  verschiedene  Punkte  markiert, 
deren  Argumente  ^j  .  .  ,  t^^  der  Größe  nach  geordnet  sein  sollen: 

Die  Zalü  n  soll  bis  auf  iveiteres  der  EinscJminlung  w  ^  3  unter- 
ivorfen  irerden.  Unter  ii^,i^i2, ■  •  •  ^tt«  vorläufig  irgendwelche  von  Null  ver- 
schiedene reelle  Zahlen  verstehend,  bilden  wir  dann  das  bestimmte  Integral 

t 

indem  Avir  die  Veränderlichkeit  von  t  auf  die  obere  Halbebene  ein- 
schränken. Damit  das  Integralzeichen  (1)  einen  deutlichen  Sinn  habe 
und  eine  einzige  im  genannten  Bereich  eindeutige  Funktion  von  t  ent- 
stehe, treffen  wir  die  folgenden  Festsetzungen: 

a)  Als  Arkus  („Amplitude'')  der  Differenz  t^—  i  =  r^e''P''-  [r.^'>0]  soll 
in  jedem  FaU  nur  der  den  Ungleichungen 

(2)  -  .T  <  y,  <  0 

genügende  Wert  von  cp.^  zugelassen  werden. 


1)  Christoffel,  Annali  di  Matematica,  11»  serie,  t.  1",  1867.  Ges.  Werke,  I, 
S.  245.  H.  A.  Schwarz,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  70  (1869);  oder  Ges.  Werke  II,  S.  65  ff. 
Das  Studium  dieser  Abhandlung  kann  nicht  dringend  genug  epmfohlen  werden. 
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b)  Hierauf  soll  die  Exponentialgröße  (ty_—t}">^  eindeutig  erklärt 
werden  wie  folgt: 

(3)  {t^  -  t}"y-  =  rf^-  ■  e''" -'Py-.  { i^y-  >  0 } 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  dann  bei  passend  bestimmter  Wahl 
der  unteren  Grenze  t^  das  Integral  s  eine  in  der  ganzen  oberen  Halbebene 
eindeutig  erklärte  Funktion  von  t,  die  (da  (7s :  dt  im  Innern  nirgends  ver- 
schwindet) eine  (eigentlich-) konforme  Abbildung  der  oberen  Halbebene 
auf  einen  anderen  einfach-zusammenhängenden  Bereich  vermittelt. 

Läßt  man  nun  t  an  die  Grenze  der  oberen  Halbebene  herantreten 
und  längs  dieser  Grenze  laufen,  so  sieht  man  sofort,  daß  auf  jeder 
einzelnen  der  Strecken  oo  t^,  t^t^,  tj.^^^^,  .  .  .,  t^^oo  der  Arkus  von  ds 
konstant  bleibt.  Es  ergibt  sich  daraus  die  Bemerkung,  die  den  Aus- 
gangspunkt der  folgenden  Entwicklung  bilden  wird: 

Der  yenauntc  Bereich  wird  von  laufer  geraden  Linienzügen  begrenzt. 

Der  oberen  Halbebene  entspricht  also,  kurz  gesagt,  die  Fläche 
eines  geradlinigen  Polygons:  Eines  Polygons  freilich,  das  auf  seiner 
Begrenzung  den  uneigentlichen  Punkt  (s  =  oo)  ein-  oder  mehrmals 
enthalten  kann  und  das  in  der  Regel  auch  Teile  der  Ebene  oder  sogar 
die  ganze  Ebene  mehrfach  überdecken  wird. 

Wir  wollen  nun  die  Willkür,  die  uns  die  Zahlen  ju^  .  .  .  n^^  noch 
lassen,  dazu  benutzen,  eine  Figur  von  einfacheren  Eigenschaften  her- 
zustellen —  nämlich  ein  konvexes,  ganz  im  Endlichen  gelegenes  Polygon. 

Zunächst  setzen  wir  fest,  daß 

(4)  u,  +  |u,4----  +  i^„=-2 

sein  soll.  Damit  erreichen  wir  nämlich,  daß  im  Unendlichen  (d.  h. 
in  der  Umgebung  der  Stelle  t  =  oc)  s  in  eine  gewöhnliche  nach 
Potenzen  von  t~^  fortschreitende  Potenzreihe  entwickelt  werden  kann 
und  sich  also  dort  regulär  verhält:  Wir  beseitigen  auf  diese  Art,  so- 
weit es  angeht,  die  Sonderstellung  des  Punktes  t  =  oo,  die  für  unsere 
weitere  Betrachtung  beizubehalten  zwecklos  sein  würde.  Wir  erhalten 
damit  ein  Polygon  mit  n  (statt  n  -j-  1)  Seiten,  von  denen  aus  man 
wieder  zu  dem  eben  ausgeschlossenen  Fall  übergehen  kann,  indem 
man  w  ^  4  nimmt,  t^  ins  Unendliche  rücken  läßt  und  dann  n  —  1 
durch  n  ersetzt. 

Wir  verlangen  zweitens,  daß  auch  an  den  noch  übrigen  Stellen 
besonderen  Verhaltens  t^  .  .  .  t^  der  Integralwert  s  wenigstens  endlich 
bleibt,  was  offenbar  die  Bedingungen 

(5)  i".>-l  {K=l...n} 
liefert. 

Die  dritte  Forderung  endlich,  daß  unser  Polygon  konvex  sein 
soll,  liefert  die  weiteren  Einschränkungen 

(6 )  ^y.<0  {  X  =  1  .  .  .  w }  . 


74 


II,  §  9.    Konvexe  Polygone. 


Fig.  14. 


Lassen    wir    nämlich   t  längs    der    Achse    der    reellen    t  im    positiven 

Sinne  wandern  und  über  den  Punkt  t^  hinweggehen,  indem  wir  diesen, 

etwa  auf  einem  kleinen  Halbkreis,  im 
Inneren  der  oberen  Halhebene  umlaufen,  so 
wächst  der  Arkus  von  ds  um  ^.^  •  —  %, 
nämlich  um  das  /i^- fache  des  Zuwuchses 
des  Arkus  von  i^ — t.  (Siehe  die  Figur  14.) 
Daher  ist  der  Außenwinkel  unseres 
Polygons  an  der  Stelle  s^   gleich   —  ^i^n, 

positiv    bei    negativem   ,a^,    während    nach    (5)    der   Faktor    —  ^^    ein 

echter  Bruch  ist. 

Die    Summe   aller   dieser   Außenwinkel   ist   schließlich,   nach   (4), 

gleich  27c: 

Unter  den  Bedingungen  (4),  (5),  (6)  wird  dureJi  das  Integral  s 
das  Innere  der  oberen  Halbebene  auf  das  Innere  eines  ganz  im  End- 
lichen gelegenen  konvexen  einfachen  Polygons  abgebildet.  Die  Abbildung 
ist  konform  auch  für  die  Bandlinien,  mit  Ausnahme  der  Stellenpaare  {t^,s^'). 

Heben  wir  die  Einschränkungen  (5)  und  (6)  auf,  so  erhalten  wir, 
wie  gesagt,  ebenfalls  noch  ein  Polygon,  von  dessen  Gestalt  man  sich 
wohl  in  besonderen  Fällen,  nicht  aber  eben  so  leicht  allgemein  eine 
genaue  Vorstellung  wird  bilden  können. 

Ist  /ij,  >>  0,  so  hat  man  bei  s.^  einen  einspringenden  Winkel,  der 
zudem  (wenn  nämlich  ^i^  >  1  ist)  auch  (am  Rande  gelegener)  Win- 
dungspunkt für  die  Polygonflüche  sein  kann,  die  jetzt  nicht  mehr  ein 
Ebenenstück  einfach  zu  überdecken  braucht.    Wird  ^y^  —  ^,  so  rückt 

der    Punkt  s^    ins    Un- 
endliche, und  zwar  wer- 

'S  den,   was  zu  bemerken 

"""^  4  nicht  unwichtig  ist,  im 

u.  =  —  1  Falle  /i^  =  — 1    die  bei- 

j  den    in    s^    zusammen- 

'z  + 1  ^       i  stoßenden     Polygonsei- 

ten gerade  den  Winkel 
Fig.  m.  n  einschließen.     (Siehe 

Figur  15.) 
Wird   endlich   auch   die   Einschränkung   Z^^=  —  2    aufgehoben, 
so    hat    das    zu    bedeuten,    daß    der    eigentliche    oder    uneigentliche 
Punkt  s(oo)   ebenfalls   zu    den   Polygonecken   gehört,    deren    es   dann 
n  -\-  1  gibt  (siehe  oben). 

Beispiele  sind  die  elliptischen  Integrale 

r dt r d^ 

J  V(t,-t){t,-t)t,-t){t,-t) '     J  yu^'^^: 


'.t  —  9s 
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deren  jedes  unter  bekannten  Bedingungen  (die  aus  unserer  Darlegung 
hervorgehen)  die  Abbildung  der  oberen  Halbebene  auf  die  Fläche 
eines  Rechtecks  vermittelt. 

Bevor  wir  nun  aus  der  Formel  (1)  weitere  Folgerungen  ziehen, 
wollen  wir  noch  eine  Transformation  damit  vornehmen.  Wir  wollen 
nämlich  diese  Formel,  oder  vielmehr  eine  Verallgemeinerung  von  ihr, 
auf  die  Theorie  der  Potenzreihen  anwenden.  Wir  ersetzen  deshalb  t 
durch  eine  andere  unabhängige  Veränderliche  2,  die  statt  in  der  oberen 
Halbebene  in  der  Fläche  eines  Kreises,  insbesondere  des  Einheits- 
kreises läuft. 

Man  kommt  zu  dieser  ja  auch  sonst  viel  benutzten,  notwendiger- 
weise linearen  Transformation  { t  — >-  z  ] ,  indem  man  von  der  Parameter- 
darstellung des  Einheitskreises  ausgeht: 

s  =  e''^  =  cos  ^  +  i  sin  -O-  = ^  +  i 


(7)  i  +  tg^         i  +  tg^l 

Man    wird    also    die   gesuchte  Abbildung   in   zweckmäßiger   Form 
erhalten,  wenn  man  in  den  abgeleiteten  Formeln 

setzt  und  die  Veränderlichkeit  von  z  auf  das  Gebiet 

(9)  \z'  <  1 

einschränkt.     Da 


folgt,  so  ergibt  sich  unter  Benutzung  von  (4) 

5  =  y  •{  1  +  ^1  }-■"-••{  1  +  ^J-"»  •  0-^t(;, 
wo  C  eine  von  NuU  verschiedene  Konstante  bedeutet  und 

(10)  w  =  cfds  •  (^1  —  zY^  ■  ■  •  {z^— zyn 

das  formell  gleichgebildete  Integral  s  vertritt: 

Die  durch  (10)  erklärte  Furiktion  iv{z)  liefert  eine  konforme  Ab- 
bildung der  Fläche  des  Einheitskreises  {\z  <  1}  auf  die  Fläche  eines 
Polygons  mit  n  Seiten,  sofern 

(11)  kxi  =  l,     ^,+  ^„     .Ui+---  +  iti„=-2,        {n>2} 
angenommen  wird. 

Study,  Geometrie  II.  6 


76 


n,  §  9,  10.    Abbildung  regulärer  Polygone. 


Dabei  ist  es  für  Größe  und  Gestalt  der  Bildfigur,  wenn  auch 
nicht  für  ihre  Lage,  gleichgültig,  welchen  der  möglichen  Werte  man 
der  Exponentialgröße  {z^ — z^^-  an  einer  bestimmten  Stelle  5^{  £;|<1} 
beilegen  will:  Die  Werte  derselben  Größe  an  anderen  Stellen  innerhalb 
des  Einheitskreises  sind  dann  durch  analytische  Fortsetzung  eindeutig 
bestimmt.  Setzt  man  ^>;  =  e' '"^^^  {  —  :r  ^  0',,  <  ;r } ,  so  wird  man  etwa  den 
Arkus  von  z^ — ^r  =  r^e^''''^  (r^  >  0}   genauer  durch  die  Ungleichungen 

(12)  ^.-f<9.<^.+  y 

bestimmen  und  hierauf  die  genannte  Exponentialgröße  eindeutig  durch 
die  Formel 

(13)  {z.^—  zy*  =  r^^y-  ■  e^'y'Py-  [  r^l^y-  >  0 } 
erklären. 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  das  Bildpolygon  ganz  im  Endlichen 
liegt  und  konvex  ist,  tverden  nach  ivie  vor  dargestellt  durch  die  Un- 
gleichungen (5)  und  (6). 

Ein  schon  von  Schwarz  angegebenes  Beispiel  liefert  die  Ab- 
bildung der  Fläche  des  Einheitskreises  auf  die  Fläche  eines  regulären 
Polygons  g 


(14) 


w  = 


dz 


2  ' 


{^^  =  3,4,...} 


(i-^")" 


insbesondere   im  Falle   w  =  4   auf  die   Fläche   eines   Quadrats,    wobei 
dem  Mittelpunkt  des  Kreises  der  Mittelpunkt  des  Polygons  entspricht. 


Fig.  16. 


') 


Die  nach  ähnlichem  Grundsatz  gebildete  Formel 


tv 


♦  /  (1—^^)5 


1)  Diese  Figuren  nach  Schwarz,  Ges.  Werke  11,  S.  72,  73. 


Uneigentliche  Polygone. 
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liefert   die  Abbildung  der  Fläche   des   Einlieitskreises   auf  die  Fläche 
eines  Zehnecks,  das  der  Figur  des  Pentagramma  mysticum  entspricht. 

Wir  hatten  in  Formel  (10)  einen  Aus- 
druck gefunden,  der  der  Fläche  des  Einheits- 
kreises eine  Poljgonfläche  zuordnet,  die  im 
Inneren  weder  den  uneigentlichen  Punkt 
(w  =  oo)  noch  Verzweigungspunkte  enthält. 
Es  mag  vielleicht  eine  nützliche  Übung  sein, 
sich  zu  überlegen,  ob  man  sich  nicht  von 
diesen  Beschränkungen  frei  machen  kann. 
Insbesondere  zeige  man,  daß  die  Formel 


(15) 


w(js) 


-ra 


Fig.  17. 


die  konforme  Abbildung  der  Fläche  des  Einheitskreises  auf  das  Äußere 
eines  regulären  Polygons  liefert. 


Fortsetzung 


§  10. 
Uneigentliche  Polygone. 


Bis  hierher  haben  wir  angenommen,  daß  die  mit  n  bezeichnete 
Zahl  mindestens  gleich  drei  ist.  Es  ist  aber  zu  bemerken,  daß  die 
Formel  (10)  in  §  9  doch  auch  in  den  Fällen  n  =  2  und  w  =  1  eine 
Bedeutung  hat,  die  ganz  ähnlich  ihrer  Bedeutung  in  den  übrigen 
Fällen  ist.  DaJier  empfiehlt  es  sich,  die  Begriffe  des  Folygons  und  des 
einfachen  polygonalen  Bereiches  derart  zu  ericeitern,  daß  auch  diese 
Grenzfälle  noch  umfaßt  uerden.  Und  überdies  verdienen  diese  Grenz- 
fälle deshalb  eine  besondere  Behandlung,  weil  in  ihnen  die  Integra- 
tionen sich  mit  elementaren  Hilfsmitteln  ausführen  lassen.  Wir  geben 
zunächst  die  Resultate  an,  auf  die  es  uns  besonders  ankommt  und  die 
wir  später  noch  anzuwenden  haben  werden. 


I.    Bas  Integral 


(1) 


w 


{s)  ==  jdz  {z^  —  zy^  (^2—  zY^ 


vermittelt  unter  den  Bedingungen! 

z^   =  i ,      z^   =  i ,     z^^  z^ , 
^1  +  ."2  =  —  2 ;     1^1  >  ."2  >     ,"1  =t=  0 

die  Abbildung  der  Fläche  des  EinheitsJcreises  auf  einen  Winkelraum  mit 
dem  Außenwinkel  — /ii-t  (und  dem  Innenwinkel  {^^-\-  V)n). 

6* 


78  ^I,  §  10.    Zweiseit,  Einseit. 

Wir  werden  demgemäß  die  Begrenzung  dieses  Winkeiraums,  der 
unter  Umständen  (uj^  >  1)  einen  Teil  der  Ebene  oder  auch  die  ganze 
Ebene  mehrfach  überdeckt,  als  ein  uneigentliches  Polygon  mit  zwei 
Seiten  und  Ecken  (Zweiseit)  auffassen,  dessen  eine  Ecke  im  Punkte 
tv  =  oo  liegt.  Dieser  Ecke  schreiben  wir  den  „Außenwinkel"  —  ^i^n 
zu,  so  daß  die  Summe  der  Außenwinkel  auch  in  diesem  Falle  noch 
2%  beträgt, 

Ist  0  >  |u.i  >  —  1  und  also  — 1  >  ju,  >  —  2,  so  ist  die  Figur 
Grenzfall  eines  gewöhnlichen  konvexen  Polygons.  Wir  nennen  daher 
in  diesem  Falle  unser  uneigentliches  Polygon  Txonvex. 

II.    Das  Integral 


(2)  "W-A 


dz 


z)  {z,  —  z) 

0 


vermittelt  unter  den  Bedingungen 

die  Abbildung  der  Fläche  des  Einheitshreises  auf  einen  Parallelstreifen. 

Wir  werden  daher  den  Rand  dieses  Ebenenstücks,  das  System 
von  zwei  parallelen  Geraden,  ebenfalls  noch  Polygon  ( Ziveiseit)  nennen. 
Beide  Ecken  dieses  uneigentlichen  Polygons  liegen  im  Unendlichen, 
und  jeder  schreiben  wir  einen  „Außenwinkel"  =  %  zu,  so  daß  die 
Summe  der  Außenwinkel  27t  beträgt.  Als  Grenze  gewöhnlicher  kon- 
vexer Polygone   heißt   dieses   uneigentliche  Polygon  ebenfalls   konvex. 

III.    Das  Integral 


(3)  »W  »/ji; 


dz 


zy 

vermittelt  unter  der  Bedingung  \z^\  =  1    die  Abbildung  der  Fläche  des 
Einheitslireises  auf  eine  Halbebene. 

Auch  diese  Figur  fassen  wir  als  Polygon  auf,  und  zwar  als  kon- 
vexes Polygon  (Einseit).  Die  einzige  Ecke  dieses  Polygons  liegt  im 
Unendlichen;  wir  schreiben  ihr  den  Außenwinkel  27t  zu. 

Daß  diese  zunächst  vielleicht  etwas  sonderbar  anmutenden  ter- 
minologischen Bestimmungen  zweckmäßig  sind,  wird  sich  später  her- 
ausstellen; sie  dienen  uns  dazu,  Regeln  allgemeine  Gültigkeit  zu  ver- 
schaffen, die  sonst  von  Ausnahmen  durchbrochen  sein  würden. 

Wir  betrachten  nun  die  aufgezählten  Fälle  etwas  näher. 

I.  Ohne  wesentliche  Beschränkung  darf  man  annehmen,  daß  Zi 
und  Zc,  beide  von  Eins  verschieden  sind.     Die  lineare  Transformation 


^±  =  c.t      \\^-=c} 
:,  11  —  2",  J 


tg  w. 
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bildet    dann    das    Innere    des    Einheitskreises    auf    die    obere    Halb- 
ebene {^}  so   ab,    daß    den   Stellen    des   Randes   ^^  und  z.^    die   Rand- 
punkte ^  =  0  und  ^=00  entsprechen. 
Die  Formel 


w 


1  ^'1  +  1      r  n' 


bestätigt  dann  die  Behauptung. 

Wichtiger  ist  in  unserem  Zusammenhang  der  Grenzfall  von  I: 
IL    Wir    untersuchen    zunächst    die    besondere    Annahme    0^  =  1, 


is„=  —  t: 


tv 


(4) 

Wir  haben  dann 


z  z 

i'^)  =  /  T- ^, — -■ ^  =  /  ,    /  »  =  arc  tg  2 . 

^^        J     (i  — 2)(— i  — ^)        Jl  +  3-  ^ 


tg  u  4-  i  tgh  V 


^  =  tg  w;  =  tg  (m  +  ^v)  =  —      .  ^         ,   ,      , 

und  insbesondere 

.     /      it    ,    .  \  1  —  i  tgh  V 

tg  (-  -  +  iv)  =  ^ 


tg(     T  +  ^-^') 


1  +  *  tgh  V  ' 
1  4"  *  tgh  V 


1  —  i  tgh  V 

Beide  Größen  haben  den  absoluten  Betrag  Eins.  Da  ferner  reellen 
Werten  von  w  auch  solche  von  z  entsprechen,  so  erhält  man  fast 
unmittelbar  die  durch  folgende  Figur  veranschaulichte  Zuordnung 
zweier  Lbenenstücke^): 


1)  Die  Figur  zeigt  noch  etwas  mehr;  sie  deutet  auch  an,  wie  die  ^-Ebene 
im  ganzen  auf  einen  Streifen  in  der  «f-Ebene  abgebildet  wird. 
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n,  §  10.  z  =  tg  w. 


/  und  —  i  sind  die  beiden  Werte,  die  die  Funktion  tg  ?r  nicht 
annimmt;  es  sind  das  die  beiden  Stellen  auf  dem  Einheitskreis  in  der 
^;-Ebene,  die  bei  der  betrachteten  Abbildung  ins  Unendliche  geworfen 
werden,  und  für  die  die  Konformität  der  Abl)ildung  eine  Störung  erleidet. 

Es  entspricht  aber  überhaupt  einer  jeden  Kreisfläche  in  der 
^-Ebene,  deren  Peripherie  die  Punkte  /,  —  i  enthält,  in  der  «-Ebene 
die  Fläche  eines  Parallelstreifens,  der  gegen  den  zuvor  betrachteten 
in  leicht  kenntlicher  Weise  verschoben  ist.    In  der  Tat,  setzen  wir 

z  =  X  -^  iy ,     tgu  =  U,     tgh  v  =  V, 
so  ergibt  sich 


y  = 


und  durch  Elimination  von  V  oder   U: 


1  +  UW 


oder 


x^  +  y^-(U-^)x-  1  =  0, 

{x-\-  ctg  2  h)-  +  y'^ 
x^  +  (?/  ~  ctgh  2  v)- 


1 


Daher  entsprechen  den  Geraden  ii  =  const.  in  der  ?r-Ebene  Kreis- 
linien (im  weiteren  Sinne  des  Wortes)  durch  die  Punkte  {i,  —  i)  der 
^-Ebene,  und  den  Geraden  v  =  const.  entsprechen  die  Kreislinien  des 
dazu  orthogonalen  Büschels.  Die  Breite  eines  Streifens,  der  eine 
Kreisfläche   mit   den  Punkten  (?',  —  i)   auf  der   Peripherie   zum   Bilde 

hat,  ist  konstant,  gleich  — .     (Siehe  die  folgende  Figur.) 


Fig.  19. 
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Ohne  alle  Rechnung  kommt  man  zu  derselben  Einsicht,  wenn 
man  bemerkt,  daß  die  durch  die  Gleichung  iv  =  arc  tg  s  vermittelte 
konforme  Abbildung  nichts  anderes  ist  als  eine  Kombination  der 
Mercatorprojektion  mit  einer  stereographischen  Projektion  von  einem 
Punkte  des  Äquators  aus.^) 

Auf  das  Integral  (4)  läßt  sich  das  allgemeinere  Integral  (2) 
zurückführen.  Nimmt  man  2^  =  ^^o,  z.2=  e"^^"  an,  was  nur  eine  un- 
wesentliche Beschränkung  bedeutet,  so  lange  z^  4=  ^g  ist,  und  schreibt 
man  t,  an  Stelle  von  s,  so  wird 


(5) 


"®°i(e'"»-ö?.-'--f)    - 

0 

=  f  ^^  =  _J_  larc  tg^-^^^^o)' 

J   1  —  2  cos  ^0  •  :  +  J*        sin  ^0  l  ö      sin  ^„      /  o 


die  Funktion,  die  nunmehr  die  Abbildung  der  Fläche  des  Einheits- 
kreises auf  die  Fläche  eines  ParaUelstreifens  vermittelt.  Um  diesen 
FaU  auf  den  zuvor  betrachteten  zurückzuführen,  werden  wir  zunächst 
die  Transformation  ermitteln,  die  den  Stellen 

e-'%     1,     ^^^ 
des  Einheitskreises  der  Reihe  nach  die  Stellen 

—  i,     1,     i 
zuordnet.     Wir  werden  also  z  aus  den  Gleichungen 

i  —  z    _  6*^^°—^  i  —  1     _  e'^°— 1 


—  i  —  z  e      " — g  — i  —  1 


bestimmen: 


z  =  i 


(,^-^o_i)(,--.<^o_.)  +  ,-(,-«-^'^o_i)(e^-.'^o_^) 
Dem  Mittelpunkt  ^  =  0  wird  dann  der  Punkt  zugeordnet 


t^^-l 


°    2  ^     /*o  «\ 

O        o  1 


Ferner  findet  sich 


dw  =      ^^         '^"^'         c-sind-ßd^         t  —  e   ''*'• 


l)  Osgood,  S.  198—202  („Zwei  geographische  Karten"). 
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oder  endlich 

Aus  (5)  und  (6)  folgt 

^  —  cos  9-^ 


arc 


J  — cos{^o  /O'o  n\ 

°       sin  ■9'»  o  \  2  4  /  ' 


und  hieraus  ergibt  sich  die  Zuordnung  von  t,  und  z  nochmals  in  der 
einfacheren  Form 

(7)  ^=  ^2         *' 


^'.(t-f)  +  • 


III.  Die  Breite  des  Streifens,  auf  den  die  Fläche  des  Einheits- 
kreises durch  die  Funktion  co  =  cö(^)  (No.  5)  abgebildet  wird,  ist 
nach  (6)  gleich 


2  sin  a-n 


Sie  wächst  also  ins  Unendliche,  wenn  man  die  Winkelgröße  d-^  gegen 
Null  konvergieren  läßt.   Wir  erhalten  dann  in  der  Grenze  die  Funktion 


(8) 


t)  =  f^   =  -^  _  1  =  -i^ 


die    eine   Abbildung    der    Fläche    des  Einheitskreises    auf   die   Fläche 
einer  Halbebene  vermittelt.     (Siehe  Fig.  20.) 


■=-/ 


S=+J 


?-/ 


Fig.  20. 

Wir  haben  in  den  Fällen  I,  II,  III  den  „Außenwinkel"  des  be- 
trachteten Polygons  an  der  Stelle  w  =  oo  jedesmal  besonders  von  der 
Forderung  aus  bestimmt,  daß  die  Summe  aUer  Außenwinkel  =  27t 
sein  soU.  Man  wird  aber  bemerken,  daß  diese  Festsetzungr  mit  einer 
anderen  im  Einklang  ist,  die  immer  dann  angewendet  werden  kann, 
wenn  eine  im  positiven  Sinne  umlaufene  Polygonfläche  die  SteUe 
w  =  oo  ein-  oder  mehrmals  als  Randpunkt  hat.     Miin  denke  jede  der 
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Stellen  «<;  =  oo  samt  einem  zugehörigen  Stück  der  Polygonfläche  mit 
Hilfe  eines  Kreisbogens  von  hinreichend  großem  Radius  abgeschnitten, 
der  einen  Querschnitt  der  Polygonfläche  darstellt,  so  daß  schließlich 
eine  ganz  im  Endlichen  gelegene  Fläche  übrig  bleibt.  Diese  gleich- 
falls einfach  zusammenhängende  Fläche,  die  bei  wachsendem  Radius 
wieder    die   Polygonfläche    selbst    liefert,    umlaufe    man    in    positivem 

Sinne.    Ber  su  dem  Kreisbogen  gehörige  Zentriwinkel  vermehrt  um  2  •  — 

liefert  dann  in  der  Grenze  den  Außenwinkel  des  Polygons  an  der  Stelle 
IV  =  oo. 

Zu  beachten  ist,  daß  ein  solcher  Außenwinkel  nicht  invariant  ist 
gegenüber  solchen  linearen  Transformationen  von  iv,  die  sich  nicht 
auf  Ahnlichkeitstransformationeu  re- 
duzieren, und  daß  ivir  uns  miHiin  in  ^\ 
Widerspruch  befinden  mit  sonst  üblich oi 
Festsetzungen.  Gewöhnlich  schreibt 
man  z.  B.  einem  Zweiseit  mit  dem 
Außenwinkel  cp  auch  im  Unendlichen 
den  gleichen  Außenwinkel  (p  zu,  und 
nicht,  wie  wir  es  getan  haben,  den 
Außenwinkel    27t  —  cc.       Jede    dieser 

.  r-  Pig.  21. 

Festsetzungen  ist  in  ihrem  Zusammen- 
hang  zweckmäßig.      Die    Figuren   21    verdeutlichen    den    Unterschied. 
Wir  fügen  schließlich  noch  eine  Übungsaufgabe  hinzu.    Was  be- 
deutet die  Formel 

wiz)=J^{l-z"]^ 
(§  9,  Nr.  15)  in  den  FäUen  w  =  2  und  «  =  1? 

§  n- 

Einfache  polygonale  Bereiche,  Fortsetzung. 

Der  Lehrsatz,  den  wir  in  §  9  im  Anschluß  an  die  dortige 
Formel  (10)  aufgestellt  und  in  §  10  durch  Erweiterung  des  Polygon- 
begriffs von  der  Einschränkung  >i  >  2  befreit  haben,  gewinnt  ein 
weiteres  Interesse  dadurch,  daß  er  einer  Umkehrung  fähig  ist:  Jeder 
beliebige  einfache  polygonale  Bereich,  also  jedes  beliebige  einfach-zu- 
sammenhängende und  durch  ein  Polygon  mit  endlicher  Seitenzahl 
begrenzte  Flächenstück,  das  in  seinem  Innern  weder  Windungspunkte 
noch  den  uneigentlichen  Punkt  (iv  =  oo)  enthält,  kann  auf  die  Fläche 
des  Einheitskreises  eigentlich  -  konform  abgebildet  werden,  und  die 
Umkehrung  jeder  analytischen  Funktion  0{tv),  die  eine  solche  Ab- 
bildung   vermittelt,    wird    geliefert    durch    eine   Formel  tv(z)    des   be- 
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schriebenen  Typus.  Der  erste  Teil  dieser  Behauptung  ist  natürKch 
ein  Spezialfall  des  Fundameutalsatzes  über  konforme  Abbildung  ein- 
fach-zusammenhängender Bereiche.  Gegenwärtig  bietet  daher  die 
erste  Hälfte  der  Behauptung  kein  besonderes  Interesse  mehr,  sofern 
es  sich  nur  um  die  Einsicht  in  die  Existenz  der  Abbildungsfunktion 
2{tv),  nicht  um  deren  wirkliche  Herstellung  im  besonderen  Falle 
handelt.  Es  hat  aber  der  Satz  im  ganzen  den  Gegenstand  der  Be- 
mühungen verschiedener  Mathematiker  zu  einer  Zeit  gebildet,  wo  mau 
jenen  Fundamentalsatz  oder  vielmehr  einen  Beweis  dafür  noch  nicht 
zur  Verfügung  hatte. 

Vermutet  hat  den  angeführten  Satz  wohl  zuerst  H.  A.  Schivarz. 
Weierstraß  hat,  nach  dem  gleichen  Autor,  einen  auf  Koatinuitäts- 
betrachtungen  beruhenden  Beweis  (für  beide  Teile  der  Behauptung) 
geliefert,  der  wohl  nicht  veröffentlicht  worden  ist.  Es  hat  sodann, 
unter  gewissen  Einschränkungen  des  Problems,  Schläßi  einen  Beweis 
zu  geben  vei-sucht,  der  indessen  verwickelt  ausfiel  und  nicht  ohne 
Widerspruch  geblieben  ist.^)  Viel  leichter  kommt  m.an  jedenfalls  zum 
Ziele,  und  z^var  in  allen  Fällen,  wenn  man  die  Möyliclikeit  der  kon- 
formen Abbildung  einer  Folygonfläche  auf  einen  Kreis  als  schon  be- 
wiesen annimmt,  wie  man  es  gegenwärtig  ja  tun  darf. 

Wir  widmen  der  zweiten  Hälfte  der  angeführten  Behauptung 
deshalb  eine  eingehendere  Untersuchung,  weil  wir  damit  den  Aus- 
gangsj)unkt  für  die  weitergehenden  Überlegungen  gewinnen  werden, 
die  uns  nachher  beschäftigen  sollen;  im  Prinzip  ist  ein  sachgemäßer 
Beweis  schon  von  Schwarz  geführt,  wenn  auch  nicht  im  einzelnen 
dargelegt  worden.") 

Wir  beginnen  damit,  der  zu  beweisenden  Aussage  selbst  eine 
bestimmtere  Fassung  zu  ffeben. 

Ein  einfacher  polygonaler  Bereich  kann  nach  dem  zuvor  Be- 
wiesenen konform  abgebildet  werden  auf  das  Innere  des  Einheits- 
kreises. Dabei  kann  man  noch  fordern,  daß  einem  gegebenen  Punkte 
des  Bereichs  und  einer  zugehörigen  Fortschreitungsrichtung  (einem 
orientierten  Linienelement)  der  Mittelpunkt  des  Kreises  und  eine  zu- 
gehörige Fortschreitungsrichtung  (ein  zweites  orientiertes  Linien- 
element) entsprechen  sollen.  Dann  ist  die  Abbildung,  wenn  sie  eigent- 
lich konform  ist,  völlig  bestimmt,  und  sie  wird  vermittelt  durch  eine 
gewisse  analytische  Funktion  z  der  unabhängigen  in  der  Polygon- 
fläche laufenden  Veränderlichen^),  die  wir  nunmehr  mit  W  (statt  wie 


1)  ScMäfH,  Journal  f.  Mathematik,  Bd.  78,  1874.  Siehe  dazu  /.  Biemann, 
Sur  le  Probleme  de  Dirichlet,  Ann.  de  TEcole  normale  superieure,  III.  serie,  t.  5, 
1888  (pp.  329,  363—375). 

2)  Vgl.  Werke,  II,  S.  90,  wo  eine  verwandte  Aufgabe  behandelt  wird. 

3)  Osgood,  S.  598. 
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bisher  mit  w)  bezeichnen  wollen.  Da  eine  lineare  Transformation  der 
Form  w  =  Ä''^{W — S)  den  Charakter  der  ganzen  Beziehung  nicht 
ändert,  so  kann  man  W  und  den  zugehörigen  Bereich  ersetzen  durch 
tv  und  den  zugehörigen  Bereich;  man  kann  dann  der  Umkehrung 
der  Funktion  ^(tv),  also  der  Funktion  iv(^s),  die  Einschränkung  auf- 
erlegen, daß 

(1)  w(0)  =  0,     ?6-'(0)  =  1 

sein  soll;  was  dasselbe  aussagt,  wie  die  Forderung  ^(0)  =0,-/(0)  =  1. 

Eben  dasselbe  aber  läßt  sich  in  der  Formel  (10)  des  §  9  er- 
reichen, wenn  man  -Jq  =  0  und   C  =  Z]~f^  •  •  ■  ^n~""^  setzt. 

Der  vermutete  Satz  nimmt  damit  die  folgende  inhaltsreichere 
Form  an: 

X.  Hauptsatz.  Wenn  die  Funktion  W{z)  die  Abbildung  der  Fläche 
des  Einheitslireises  auf  einen  einfachen  polygonalen  Bereich  vermittelt, 
so  läßt  sie  sich  immer  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  Form 

W=Aw(z)-\-B     {yl,  5=const.,     ^14=0} 

setzen,  rvo  die  Beziehungen  bestehen 

(2)  „■W=/..{l-A|-...{i_^}"-. 

0 

(3)  ^1  +  ""2  +  •  •  ■  +  ^n  ^ 

(4)  '^J  =  l,     ^,+  0,  {x  =  l...,.} 


(5) 


y     ~%i         Ui-%+       \^  =  i...ny 


Den  auf  dem  Einheitskreis  gelegenen  Punkten  z^  .  .  .  z^  entsprechen  dabei 
der  Reihe  nach  die  Ecken  des  polygonalen  Bereiches,  und  die  Zahlen 
—  fiiTC-'  —  itt„jr  sind  die  zugehörigen  Außenwinkel.  (Im  weiteren  Sinne 
des  Wortes,  siehe  S.  78,  83.) 

Was  zu  dieser  Vermutung  berechtigt,  ist  die  Gleichheit  der  Kon- 
stantenzahlen auf  beiden  Seiten  der  Figur.  Es  gibt  cx)"+^  Polygone  — 
die  ein  einziges  Kontinuum  bilden  —  mit  der  Reihe  nach  vorgeschrie- 
benen Außenwinkeln  —  ^^tc  ■  ■  ■  —  ,w.„^-  Jedes  von  diesen  gehört,  nach 
dem  Fundamentalsatz  über  konforme  Abbildung,  zu  oo^  Funktionen 
W(z),  die  je  eine  eigentlich-konforme  Abbildung  der  Polygonfläche 
auf  die  Fläche  des  Einheitskreises  vermitteln  (S.  20,  Satz  VI).  Es 
gibt   also    im  ganzen   oo"  +  ^  Funktionen  W{z),   die  ein  einziges  Kon- 
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tinuum  bilden.  Auf  der  anderen  Seite  gibt  es  cx)"  Figuren  von  n  ver- 
schiedenen Punkten  .0^  .  .  .  z^,  die  auf  dem  Einheitskreis  die  gleiche 
Folge  innehalten,  wie  die  Ecken  u\  .  .  .  ti\  auf  dem  Polygon,  und 
auch  diese  Punktfiguren  bilden  ein  einziges  Kontinuum.  Die  Formel 
Atvfs)  +  B  liefert  daher  ebenfalls  ein  Kontinuum  von  00"  +  ^  Funk- 
tionen W(is),  wenn  der  Ausdruck  w{s)  aus  (2)  entnommen  wird. 
Beide  Kontinua  sind,  wie  es  sclieint,  eindeutig  aufeinander  bezogen. 
Lassen  wir  also  in  (2)  die  Punkte  z^  .  .  .  z^^  beliebig  variieren, 
doch  so,  daß  sie  verschieden  bleiben,  so  soll,  so  wird  behauptet,  die 
Formel  Aw^z)  +  B  jeden  einfachen  polygonalen  Bereich  oc^  mal 
liefern,  d.  h.,  gerade  so  oft,  als  es  möglich  ist,  die  Fläche  des  Ein- 
heitskreises auf  sich  selbst  eigentlich -konform  abzubilden.  Daher 
kann  aus  unserem  Satze  gefolgert  werden: 

Zivei  einfache  polygonale  Bereiche  mit  je  n  Seiten,  die  einander 
der  JReihe  nach  entsprechen,  und  an  entsprechenden  EcTien  gleiche  Äußen- 
ivinkel  hilden,  Mnnen  nicht  derart  hmform  aufeinander  ohgebildet  wer- 
den, daß  zugeordnete  Polygonseiten  auch  in  dieser  Abbildung  einander 
zugeordnet  sind,  es  sei  denn,  daß  beide  Bereiche  zueinander  eigentlich- 
älmlich  sind.  Die  konforme  Abbildung  seihst  ist  dann  eine  Ahnlich- 
leitstransformation,   und  sie  ist  eindeutig  bestimmt,  sobald  w>2   ist.^) 

Wir  setzen  voraus,  es  sei  irgendwie  eine  Funktion  W(z)  gefunden, 
die  der  Fläche  des  Einheitskreises  eine  gegebene  Polygontläche  zu- 
ordnet, von  der  tvir  zuerst  annehmen  ivollen,  daß  sie  ganz  im  End- 
lichen liegt.  Es  sei  diese  Funktion  und  die  gegebene  Fläche  durch 
eine  andere  Funktion  iv{z)  und  eine  Fläche  ersetzt,  die  den  Forde- 
rungen (1)  angepaßt  sind.  Dann  muß  jeder  Polygouseite  vermöge 
der  inversen  Funktion  z{tv)  ein  Kreisbogen  auf  dem  Einheitskreis 
analytisch  entsprechen  (§4,  S.  37 j.  Diese  Kreisbogen  müssen  die- 
selbe Reihenfolge  innehalten  wie  die  Polygonecken,  und  sie  können 
nur  durch  einzelne  Punkte  —  nicht  durch  Kreisbogen  —  voneinander 
getrennt  sein,  Punkte,  die  dann  notwendig  den  Ecken  des  Polygons 
zugeordnet  sind.  Die  Punkte  z^  .  .  .  z^^  sind  also  durch  die  Abbildung 
vollkommen  bestimmt. 

Wir  lassen  jetzt  eine  orientierte  Gerade  sich  derart  bewegen,  daß 
sie  der  Reihe  nach  mit  den  gleichfalls  orientierten  Geraden  zusammen- 
fällt, die  die  n  im  positiven  Sinne "j  durchlaufenen  Polygonseiten  ent- 
halten.    An   jeder   Ecke    denken  Avir    uns    diese    Gerade   im    positiven 


1)  Da  es  auf  die  Lage  beider  Bereiche  nicht  ankommt,  so  brauchen  wir 
einander  entgegengesetzte  konforme  Transformationen  hier  nicht  zu  unter- 
scheiden. 

2)  Das  Polygon  wird  im  positiven  Sinne  umlaufen,  wenn  —  wie  man  sich 
kurz  ausdrücken  darf  —  die  Polygonfläche   allenthalben  zur  Linken  bleibt. 
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(negativen)  Sinne  durch  den  entsprechenden  Winkel  —  ix^:t  (ßy/Jt) 
gedreht. 

Alle  so  erhaltenen  orientierten  Geraden  wollen  wir  Stützen  des 
Polygons  nennen,  und  wir  wollen,  wenn  bei  Umlaufung  des  Polygons 
und  Drehung  durch  die  genannten  Winkel  eine  Stütze  mehr  als  ein- 
mal erhalten  wird,  sie  eben  so  oft  zählen,  als  sie  erhalten  wird.^) 
StützivinJi'el  nennen  wir  ferner  den  Winkel,  den  die  bewegliche  Stütze 
mit  einer  willkürlich  angenommeaen  festen  orientierten  Geraden  bildet, 
indem  wir  festsetzen,  daß  dieser  Winkel  nicht  nur  mod.  2.t  bestimmt 
sein  soll,  sondern  von  einem  bestimmten  Anfangswert  an  bei  den 
beschriebenen  Lagenänderungen  der  Stützgeraden  durchweg  Tiontimiier- 
liclie  Wertänderungen  erfährt. 

Der  Stützwinkel  wird  dann,  wenn  ein  beweglicher  Punkt  das 
Polygon  im  positiven  Sinne  umläuft,  längs  jeder  Polygonseite  kon- 
stant bleiben,  an  jeder  Ecke  aber  ein  ganzes  Spektrum  von  Werten, 
nämlich  alle  Werte  zwischen  zwei  extremen  Stütz ivinJceln  durchlaufen, 
um  schließlich,  bei  Umlaufung  des  cranzen  Polygons,  um  den  Betrag 
2;r  zu  wachsen.  Die  nach  vollständigem  Uralauf  erhaltene  Stütze 
wollen  wir  als  von  der  Anfangsstütze  nicht  verschieden  ansehen.  Da 
nun,  wie  gezeigt,  jedem  Werte  des  Arguments  d-  in  der  Parameter- 
darstellung ^  =  e''^  des  Einheitskreises  ein  bestimmter  Randpunkt  des 
Polygons  zugeordnet  ist,  so  kann  man  den  Stützwinkel  0  als  Funl- 
tion  von  %■  auffassen,  wobei  freilich  der  anzuwendende  Funktions- 
begriff  sich  nicht  dem  in  der  Theorie  der  reellen  Funktionen  üblichen 
(Dirichletschen)  Funktionsbegriff  unterordnen  läßt:  Diese  Stützivhikel- 
funliion  &i&)  hat  in  jedem  Intervall  zwischen  ^^(d-.^)  und  2y  +  i{^y_^i) 
einen  bestimmten  konstanten  Wert,  an  jeder  Stelle  2^  aber  ist  sie 
aller  Werte  fähig,  die  zwischen  den  angrenzenden  konstanten  Werten 
{&(&y—0)  und  @(^^-f  0)}    liegen. 

Alles  dieses  bezieht  sich,  wie  gesagt,  auf  die  Voraussetzung,  daß 
die  betrachtete  Polygonlläche  ganz  im  Endlichen  liegt.  Es  ist  aber 
nicht  schwer  zu  sehen,  wie  die  eingeführten  Begriffe  abzuändern 
sind,  wenn  man  die  Einschränkung  fallen  lassen  will. 

Gehört  der  Punli  iv  =  00  zu  den  Randpimlien  einer  einfachen 
Polygonfläche,  so  ist  er  immer  als  eine  Ecke  dieses  polygonalen  Bereichs 
aufzufassen. 

Ein  Begriff,  der  dem  der  Stütze  entspräche,  existiert  in  diesem 
Falle  nicht,  oder  doch  nur  auf  Grund  besonderer  Erklärungen.-)  Wohl 
aber  gehört  auch   zu   dem  Punkte   te;  =  00    immer   ein  Spektrum  von 

1)  Bei  einem  konvexen  Polygon  geht  aus  obigem  Begritf  der  Stütze  der 
von  Minkoaski  eingeführte  Begritf  der  Stützgeraden  hervor,  wenn  man  die  Orien- 
tierung wegläßt. 

2)  Man  kann  durch  Einführung  von  00'  „uneigentlichen  orientierten  Geraden" 
statt  der  üblichen  einzigen  uneigentlichen  Geraden  einen  solchen  Begriff  herstellen. 
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„Stützwinkeln'^,  oder  auch  deren  mehrere,  wenn  nämhch  der  Punkt  mehr- 
mals der  Begrenzung  der  Polygonfläche  angehört.  Diese  Stützwinkel  wer- 
den auf  die  schon  beschriebene  Art  (S.  87)  ermittelt.  Ist  d'^  ein  Punkt 
des  Einheitskreises,  dem  der  Punkt  tv  =  cx)  zugeordnet  ist,  so  existieren 
immer  die  extremen  Stützwinkel  &{d'Q—0)  und  &(d-Q-\-0),  und  sie 
nebst  allen  dazwischen  liegenden  Werten  sind  zuofehörige  Werte  des 
Stützwinkels.  Die  Differenz  beider,  also  der  „Außenwinkel"  des  Poly- 
gons bei  lu  =  oo  genügt  der  Ungleichung 

e>(^o+o)  -  0(^^-0)  >  7c. 

Auf  Grund  dieser  Bestimmungen,  deren  Nützlichkeit  sich  alsbald 
herausstellen  wird,  kann  nunmehr  der  Inhalt  unseres  Satzes  noch  in 
eine  zweite  Form  gesetzt  werden.     Wir  heben  zunächst  hervor: 

Ist  ein  einfacher  iiolygonaler  Bereich  mit  n  Seiten  gegeben,  und  ist 
dieser  auf  die  Fläche  des  Einheit slreises  irgendtvie  eigentlich-konform 
abgebildet,  so  ist  damit  die  sugehörige  Stütz uinlxelfunldion  bis  auf  eine 
additive  Konstante  bestimmt  (deren  Wert  glcichgidtig  ist). 

Die  Stützwinhelfunktion  hat  die  Eigenschaft,  daß  zugleich  mit  ztcei 
zusammengehörigen  Werten  &,  d-  immer  auch  Q -{-27t,  d-  -\-2%  zusammen- 
gehörige Werte  sind.  Ihre  Werte  sind  konstant  auf  jedem  von  n  Kreis- 
bogen, die  zusammen  den  Einheitskreis  einfach  überdecken.  Geht  man 
von  einem  dieser  Bogen  im  positiven  Sinne  zum  nächsten  über,  so  iväclist 
die  Stütztvinkelfunktion,  und  zwar  nach  vollständigem  Umlauf  im  Ganzen 
um  2n.  An  den  n  TrennnngssteUen  (*i  .  .  .  ^„  oder  0'^  .  .  .  Q-^  nimmt  die 
Stützu'inkelfunküon  alle  Werte  an,  die  zwischen  den  anstoßenden  kon- 
stanten Werten  liegen,  mit  Einschluß  dieser  Werte  selbst. 

Der  zu  beweisende  Satz  lautet  nunmehr  so: 

XL  Die  Stützwinkelfunktion  kann  den  soeben  beschriebenen  Bedingungen 
gemäß,  im  übrigen  aber  beliebig  angenommen  werden.  Damit  isß  dann 
der  polygonale  Bereich  seiner  Gestalt  nach  bestimmt.  Der  Bereich  und 
die  Abbildung sfunktion  W{z)  iverden  vollkommen  bestimmt,  ivenn  man 
die  letzte  noch  den  Bedingungen  (1)  unterwirft. 

Nennen  wir  für  jede  der  Stellen  ^^  die  Differenz 

0(^^+0)- 0(^,-0)  =  Ä, 

den  zugehörigen  Sprung  der  Stützwinkelfunktion,  so  wird  weiter  zu 
sagen  sein: 

Jeder  Sprungstelle  der  Stützwinkelfunktion  entspricht  eine  Ecke  des 
polygonalen  Bereichs,  deren  Äußemvinkel  gleich  ist  dem  zugehörigen 
Sprung.  Ist  dieser  ^jt,  so  liegt  die  Eclce  im  Unendlichen,  und  um- 
gekehrt. 


Werte  der  Stützw-inkelfunktion. 
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Wir  bemerken  jetzt,  daß  man  den  Wert  oder  die  Werte  der 
Stützwinkelfunktion  an  irgendeiner  Stelle  des  Einheitskreises  dem 
Ausdruck   der  Abbildungsfunktion  iv{z)  oder  TT^-^)    entnehmen   kann: 

Naheti  man  sich  im  Einheitskreis  von  innen  her  irgendeiner 
Stelle  ^  =  e''^  auf  dem  Bande,  so  bleibt  der  reelle  Bestandteil  der  Funk- 
tion -T-  lg  (^  ■  --3^)    in  der  Grenze  endlich,   und  er  liefeH  bei  geeigneter 

Art  der  Annäherung  die  ganze  der  Stelle  i,  zugeh'&rige  Wertefolge  einer 
Stütz  ivinkelfunktion. 

Wir  bezeichnen,  wie  zuvor,  den  reellen  und  den  durch  i  geteilten 
imaginären  Bestandteil  irgendeiner  komplexen  Größe  Z  =  X -\- iY 
durch  die  Zeichen  cii  und  3, 

X  =  ^{Z)  =  3{iZ),     Y=  c7(Z)  =  -  ^i{iZ), 

und  erhalten  dann  bei  geeigneter  Annäherung  an  den  Punkt  i,  (worauf 
wir  noch  zurückkommen  werdenj  einen  bestimmten  Wert  von  Q: 


(3) 


&{&)  =  Lim  3  lg  U'^)  +  const. 


Zunächst   yerhalten   sich   nämlich   für   alle   Randpunkte   ztcischen 

z^_^   und  z.^    die  Funktionen  z  und    ^-    analytisch    (s.    oben   S.   74), 

und   es   bleibt   dort  nicht   nur  ^(=  ^)   von  Xull  verschieden,    sondern 

auch  -r  ,  da  andernfalls  auf  der  dem  Kreisbogen  zugeordneten  Strecke 

die  Winkeltreue  der  Abbildung  gestört  wäre.  Daher  erhalten  wir  bei 
beliebiger  Art  der  Annäherung  von  innen  her  an  einen  bestimmten 
Punkt  tß  des  genannten  Kreisbogens  einen  bestimmten  Grenzwert  des 
Ausdrucks  (7),  der  mit  ö^  bezeichnet  werden  möge.  Daß  dieser  Wert 
von  der  Lage  des  Punktes  t^  auf  dem  Bogen  zwischen  z^_-^  und  z^ 
nicht  abhängt,  leuchtet  ein.  Ebenso  erhalten  wir,  bei  Annäherung 
an  einen  Punkt  t,^  des  nächsten  Bogens  (zwischen  z.^  und  z.^j^^)  einen 
gleichfalls  bestimmten  Grenzwert  Q^  Es  wird  dann  zunächst  be- 
hauptet, daß  die  Beziehung  besteht: 

Um  dies  einzusehen,  kann  man  sich  den  Punkt  z^  mit  einem 
Kreise  von  hinreichend  kleinem  Radius 
umgeben  denken,  auf  dem  man  den 
Punkt  z  vom  ersten  Bogen  {z  =  t^) 
auf  den  zweiten  {z  =  %^)  im  Innern 
des  Einheitskreises  übergehen  läßt. 
Der  zugeordnete  Punkt  w  beschreibt 
dann  einen  entsprechenden  Weg.  (Siehe 
die  nebenstehenden  Figuren.) 
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Es  wird  nun 

L™c7  1og(.S)  =  ..g(£f)=a.e(£f|) 

=  arc  ^  +  arc  dw  —  arc  f/^; 

auf  dem  ersten  Kreisbogen  aber  bat  man  etwa 

arc  to  ='9-0,      arc  (liv^cp^^,      arc  d^Q=  ^^i-  ^  ■ 

Bei  dem  zweiten  Kreisbogen  erhält  man  entsprechend 

arc  Si  =  '^1 ,      arc  div  =  qPo  +  y  —  (;r  —  ifj  +  y , 
oder 

arc  dtv  =  q?^  =  q)^ -\-  H^     und     arc  d^^  =  '^i  +  ir  • 

Die  Änderung  0j  —  ©^  des  obigen  Ausdrucks  vom  ersten  Bogen 
zum  zweiten  wird  also  gemessen  durch 

d.  h.  es  ist 

Ferner  wird  behauptet,  daß  bei  geeigneter  Annäherung  an  den 
Punkt  js^  selbst  alle  Werte  zwischen  0^  und  &^^  erreicht  werden 
können,  und  keine  anderen.  Dies  aber  folgt  aus  einem  bekannten 
Lehrsatz,  den  Scliicarz  und  Frym  gefunden  haben. ^)  In  der  Tat 
braucht  man  nämlich  nur  von  der  Funktion 

dw\    ,.     ^      ,  ,.         H^ 


3  lg  (z  Y;)  die  Funktion  ^^  ■  Sf  lg 


z^  —  z 


abzuziehen,  um  eine  Potentialfunktion  zu  erhalten,  die  auf  dem  Ein- 
heitskreis (als  Funktion  von  ^  betrachtet)  an  der  Stelle  z  =  s.^  stetig 
bleibt.  Die  Differenz  liefert  dann  einen  von  der  Art  der  Annäherung 
unabhängigen  Grenzwert.^)  Die  Grenzwerte  der  ersten  Funktion 
variieren  mithin  so,  wie  die  der  zweiten.  Bei  dieser  aber  erhält  man 
zwei  Werte  0/  und  0^  mit  der  Differenz  H.^  bei  Annäherung  auf 
dem  Kreise  selbst.  Die  dazwischen  liegenden  Werte  erhält  man  schon 
bei  geradliniger  Annäherung,  und  zwar  variieren  sie  proportional  den 
Winkeln,  die  die  Annäheruiijjsrichtuncp  mit  der  Tangente  des  Einheits- 
kreises  im  Punkte  z^  bildet. 


1)  H.  A.  Schivarz,  Werke  11,  S.  174  u.  ff.  E.  Prym,  Journal  f.  Mathematik, 
Bd.  73,  1871,  S.  340  u.  ff.  (Abgedruckt  in  Prytn  und  Bost,  Theorie  der  Prym- 
schen  Funktionen,  Leipzig  1911,  S.  227  ff.) 

2)  Osgood,  S.  557—560. 
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Hiermit  ist  noch  etwas  mehr  bewiesen  als  der  letzte  Satz  be- 
hauptet.    Wir  sehen  insbesondere: 

Bei  Annäherung  des  Punktes  z  =  re'^  an  die  Stelle  ^  =  6*'^  des 
Einheitskreises  auf  einem  Badiusvektor  hat  man  stets 

(■^)  i  {  0(^  -  0)  +  &{»  +  0) }  =  Lim  c7  lg  (.-  ^)  +  const., 

-und  namentlich  gilt  für  alle  Stetigkeitsstellen  der  Stiitzwinkelfunktion 
die  Gleichung 

(9)  0(^)  =  cng(e^')+ const. 

Die  auftretende  Konstante  ist  in  allen  diesen  Formeln  beliebig,  aber 
in  allen  dieselbe. 

Das  Limeszeichen  darf  in  der  letzten  Formel  deshalb  fehlen,  und 
kann  durch  die  ausgeführte  Substitution  ^  =  ^  =  e'''^  vertreten  werden, 
weil  der  in  Betracht  kommende  Funktionswert  durch  analytische  Fort- 
setzung (von  innen  her)  bestimmt  werden  kann. 

Der  zu  führende  Nachweis  erfordert  jetzt  nur  noch  wenige  Zeilen. 
Wir  nehmen  an,  daß  zwei  verschiedene  Funktionen  u-(z)  und  wfz) 
existieren,  die  beide  zu  derselben  Stützwinkelfunktion  gehören,  und 
beide  Reihenentwicklungen  haben,  die  so  beginnen: 

u-  =  z  +  ..-,    u-  =  z  +  ---  {Vgl.  Xr.  (1)}. 

Die  erste  Funktion  mag  irgendwie  gefunden  sein,  die  zweite 
durch  die  Formel  (2)  geliefert  werden.    Wir  bilden  dann  die  Differenz 

,     /    dic\        ,     /    dw\        ,     dw        ,     dw 

==  lg  ?  -  "1  lg !  1  -  - ! M  „  lg  ( 1  -  - !  = 

n  n  ^ 

1  1 

Der  imaginäre  Bestandteil  des  letzten  Ausdrucks  ist  aber  nach 
dem  Vorgetragenen  auf  dem  Einheitskreis  konstant,  und  daher  hat 
der  ganze  Ausdruck  einen  konstanten  Wert,  der  bei  angemessener 
Bestimmung  der  Logarithmen  sich  gleich  Xull  findet.  Mithin  ist 
tv  =  Ti-. 

Zur  Ergänzung  des  hierdurch  vollständig  bewiesenen  Satzes  X  oder 
XI  fügen  wir  noch  Folgendes  hinzu. 

Wir  betrachten  den  in  (8)  links  stehenden  Wert  als  den  Haupt- 
wert  der  Stützwinkelfunktion   und   bezeichnen  ihn  mit  0  (ß-).     Dieser 
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Hauptwert,  der  an  allen  Stetigkeitsstellen  von  &  dem  Werte  von  & 
selbst  gleich  ist,  gehört  dann  an  den  Randstellen  der  Polygonfläche, 
soweit  sie  im  Endlichen  liegen,  zu  einer  Hauptstätze,  die  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  extremen  Stützen  (die  in  der  Regel  zusammen- 
fallen) halbiert.  Der  Hauptwert  ist  eine  durchweg  eindeutige  und 
integrable  Funktion  von  Q-,  die  den  Gleichungen 

(10)  20(^)  =  0(#-O) +  0(^  +  0), 

(11)  0('&-f2;r)  =  (y(^)  + 2;r 

genügt.  Denselben  Gleichungen  genügt  aber  auch  ^  =  -9-  selbst.  Da- 
her ist  ß  —  -9-  eine  periodische  Funktion  von  -9-,  die  in  eine  allent- 
halben konvergente  Fouriers,ch.e  JReihe  entwickelt  werden  kann: 

00 

(12).  &(^)  —  §:  =  S^,  +2'  { Au  sin  m&  +  J5„,  cos  m 9- } . 

1 
Somit  ist 

00 

Bq  +2'  '■™  { ^»i  sin  '"  ^  +  ^m  COS  m  d- } 
1 

für  alle  Werte  von  0  =  r^^,  die  der  Bedingung  1^"  <  1,  also  r  <  1 
genügen,  eiue  Potentialfunktion,  die  am  Rande  des  Einheitskreises, 
bei  Annäherung  auf  dem  Radiusvektor,  stetig  in  die  vorgeschriebenen 
Werte  0  —  O'  übergeht.^)  Die  letzte  Reihe  ist  aber  der  durch  *  ge- 
teilte imaginäre  Bestandteil  einer  bis  auf  eine  reelle  Konstante  Aq 
bestimmten  Potenzreihe,  die  nach  Potenzen  von  z  fortschreitet 

Oü  00 

^0  +2"  **'"  { -4^  sin  ^  ^  +  B,,^  cos  m  d- }  =  cl^^  (.-!„,  +  iBJ  z'\ 
1  0 

Die  Reihe  rechts  nimmt  also,  nach  Formel  (12),  wenn  man  die 
in  (8)  und  (9)  auftretende  Konstante  mit  Bq  identifiziert,  bei  Sub- 
stitution von  t,  an  Stelle  von  z  eben  die  Werte  an,  die  durch  die 
Formel  (8)  gegeben  werden;  denn  diese  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

(13)  0-^  =  i>;+Limlg^  {z^re^^}. 

Jetzt  folgt,  da  angenommen  werden  darf,  daß  lg-,-  für  z  =  0 
sich  auf  Null  reduziert, 


1)  Die  Reihe  konvergiert  nämlich  für  jeden  bestimmten  Wert  von  -9'  gleich- 
mäßig für  alle  Werte  von  r  zwischen  Null  und  Eins,  mit  Einschluß  auch  der 
zweiten  dieser  Grenzen.  (Satz  von  Abel.)  Siehe  etwa  Thomae,  Elementare  Theorie 
der  aualj^tischen  Funktionen  einer  komplexen  Veräuderlichen,  2.  Aufl.,  Halle  1898, 
§  73.     Oder  Picard,  Traite  d'analyse,  t.  I.     Paris,  1891.  p.  202. 
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00 

die 


hY.-^-^'^^n+iBJz-, 


und  es  ist  bewiesen: 


Wmn  die  Funktion  iv{z)  =  z  -\-  ■  •  •  eine  Jionfonne  Ähhildung  der 
Fläche  des  Einheitsireises  auf  einen  einfachen  polygonalen  Bereich  ver- 
mittelt,  so  konvergiert  der   imaginäre  Bestandteil  der  zum  Kreismittel- 

punJit  gehörigen  BotenzentivicMung   von    lg-?—    auch   noch   allenthalben 

auf  dem  Finheitskreise  sdhst.     Durch  Um  läßt  sich  der  Houptuert  der 
Stützwinkelfunktion  ati  irgendeiner  Randstelle  t,  =  e^^  ausdrücken. 
Wird  nämlich 

00 

(14)  lg  '^j  -^"{Ä„^+  iBJz'"  {\z\<l] 

1 
gesetzt,  so  ist 

(15)  0  =  &  +  B,  +2  ^ (An^  iSj e'"  [i  =  e^'} 
oder 

oo 

(16)  &  =  &  -\-  Bq  +2'  { ^,„  sin  md-  +  i?,„  cos  nid- ] . 

1 

Die  Konstante  Bq  bleibt  willkürlich. 

Dem  begründeten  Lehrsatz  X  oder  XI  kann  demnach  schließlich 
auch  die  folgende  rein-analytische  Fassung  gegeben  werden: 

„Jedesmal  dann,  wenn  die  Reihe  (16)  eine  abteilungsweise  kon- 
stante Funktion  mit  n  SprungsteUen  im  Intervall 

—  71  ^d^  <^7t 

definiert,   wird   man   bei  Substitution    der  Sprungstellen   z  =  i^.^=  e^^" 
und  der  zugehörigen  SprungAverte  H^  in  die  Formel 

(17)  '  ll^Kll 

oo 

=  y:<Au+^sj-z^" 

1 

eine  Identität  erhalten,  vorausgesetzt,  daß  für  jeden  der  Logarithmen 
der  Zweig  substituiert  wird,  der  sich  für  z  =  0  auf  Null  reduziert." 
Man  kann  versucht  sein,  zu  glauben,  daß  der  so  umgeformte 
Lehrsatz  dem  Versuche  eines  direkten  Beweises  große  Schwierigkeiten 
entgegensetzen  müßte.    Denn  es  wird,  wie  es  scheint,  die  Bestimmung 
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der  ünstetigkeitsstellen  einer  Fourierschen  Reihe  oder  einer  Potenz- 
reihe auf  dem  Konvergenzkreis  verlangt.  Wir  werden  aber  sehen, 
daß  ein  direkter,  nämlich  lediglich  durch  Rechnung  zu  führender 
Beweis  sich  dennoch  erbringen  läßt.  Die  Bestimmung  jener  ünstetig- 
keitsstellen läßt  sich  umgehen.  Die  ganze  Schwierigkeit  ist  nur  dem 
Scheine  nach  vorhanden,  und  rührt  daher,  daß  der  Satz  zu  speziell 
gefaßt  ist.  Um  aber  eine  sachgemäße  Verallgemeinerung  der  letzten 
Behauptung  zu  finden,  haben  wir  noch  einige  Vorbereitungen  nötig, 
die  uns  nunmehr  beschäftigen  sollen. 


§  12. 
Funktionell  von  beschränkter  Schwankung.  Stieltjessche  Integrale. 

Wie  es  scheint,  sind  zuerst  von  dem  holländischen  Mathematiker 
Stieltjes  gewisse  Grenzübergänge  untersucht  worden,  die  den  gewöhn- 
lichen Integralbildungen  nahe  verwandt  sind,  so  nahe,  daß  ihre  Er- 
gebnisse wohl  auch  auf  den  Namen  von  Integralen  billigen  Anspruch 
haben.-^)  Diese  Süeltjes^ohen  Integrale  lassen  sich  bequem  auf  unseren 
Gegenstand  anwenden;  wir  wollen  daher  jetzt  soviel  von  ihnen  reden, 
als  für  unseren  Zweck  nötig  scheint.  Dabei  werden  wir  der  Kürze 
halber  von  vornherein  einige  übrigens  ganz  nebensächliche  besondere 
Bestimmungen  einführen,  die  die  beabsichtigte  Anwendung  vorbereiten 
sollen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  es  sei  für  alle  Werte  des  reellen  Argu- 
ments %■  eine  reelle  Funktion  ^(■O-)  eindeutig  erklärt,  die  bei  wachsen- 
den Werten  von  -O'  niemals  abnimmt  —  also  eine  sogenannte  mono- 
tone Funktion  —  und  die  der  Funktionalgleichung 

(1)  ^{%-  -f  2%)  =  ^ißt)  +  2n- 

genügt.  Für  die  monotone  Funktion  ^  existieren  allenthalben  die 
Grenzwerte  d>(^  — 0)  und  C?(0'  +  0).  Diese  können  einander  und  dann 
natürlich  auch  dem  Werte  CP(O-)  selbst  gleich  sein,  die  Stellen 
(Sprung stellen)  -O-^  aber,  an  denen  sie  nicht  gleich  sind,  können  höchstens 
eine  abzählbare  Menge  bilden.    Die  Summe  beliebig  vieler  Sprünge 

H^=  0{^.^+  0)  -  ^{ß^-  0) 

im  Intervall  — ;r^'9-<:nr  ist  nämlich  ^'2%;  die  Summe  aller  Sprünge 
muß  also  eine  konvergente  Reihe  bilden,  deren  Summe  2  >t  nicht  übersteigt. 
Ist  diese  Summe  gerade  gleich  2;r,  so  kann  die  E'unktion  ^  streckenweise 
konstant  sein;  sie  ist  es  nämlich  dann,  wenn  die  Zahl  der  Sprungstellen 


1)  Annales  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VIII  (1894)  —  insbes. 
S.  68 — 72  —  oder  Mem.  pres.  par  divers  savants  ä  l'Acad.  des  Sciences.  Paris, 
t.  XXXII,  No.  2  (1902j  —  insbes.  S.  82—87. 
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im  genamiten  Intervall  endlich  ist.  In  allen  Fällen  aber  muß  der  Wert  von 
0(^J  irgendein  Mittelwert  zwischen  ^('9'^— 0)  und  CD('d'^-f-O)  sein,  mit 
Einschluß  der  Grenzen.  Wie  aber  auch  dieser  Mittelwert  beschaffen 
sein  möge,  immer  gehören  zu  unserer  Funktion  zwei  andere  völlig 
bestimmte  Funktionen^  die  sich  ähnlicher  Eigenschaften  erfreuen,  wie 
die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  Stützwinkelfunktion  und  ihr 
Hauptwert.  Die  eine,  &,  ist  dadurch  erklärt,  daß  sie  an  jeder  ßprung- 
stelle  von  Ö>  alle  Mittelwerte  zwischen  O(d-  —  0)  und  0(#  +  O)  an- 
nimmt, mit  Einschluß  dieser  Grenzen,  und  im  übrigen  mit  ^  über- 
einstimmt. Ihre  Werte  bilden  also  ein  Kontinunm.  Die  andere  Funk- 
tion @  ist  wie  ^  selbst  eine  eindeutige  Funktion  im  Sinne  von 
Birichlet.    Sie  ist  erklärt  durch  die  Gleichung 

2e{&)  =  0{d^  -  0)  +  ^{d-  +  0) ; 
sie  genügt  daher  überall  den  Gleichungen 

(2)  &{&  +  27t)  =  01'^)  +  27t, 

(3)  20(^)  =  0(^-0) +  ©(#  + 0).      . 

Man    hat    dann    offenbar   für  jede    Sprungstelle   der  Funktion    0 
^.=  ^(>.+  0)-^(^,-0)  = 
^  ^  =  0(^^+0)  -  0(^^-0)  =  &{»,-{- 0)  -  0(^^-0). 

Es  sei  jetzt  W(d-)  eine  weitere  gleichfalls  eindeutig  erklärte  und 
nicht  abnehmende  Funktion,  derart,  daß 

W(&  +  2jr)  =  ^(^)  -f  C         {  C=  const.,  ^  0 } , 

und  es  möge  W(d-)  überdies  allentJiaJJben  stetig  sein,  so  daß  die  nach 
Analogie  von  0  und  0  aus  ihr  abgeleiteten  Funktionen  mit  ^  selbst 
zusammenfallen.    Wir  grenzen  dann  irgendein  Intervall 

a^^^h,  {a<b} 

ab,  und  teilen  es  in  eine  endliche  Zahl  aneinanderstoßender  Teilinter- 
vaUe,  von  denen  wir  ein  beliebiges  mit  z/O'  bezeichnen.  Wir  bilden 
dann  die  über  alle  Teilintervalle  erstreckte  Summe 

indem  wir  unter  z/O  den  z/O'  entsprechenden  Zuwuchs  von  O,  und 
unter  &  irgendeinen  Wert  verstehen,  der  dem  Teilintervall  ^d-  an- 
gehört (dem  Teilintervall  mit  Einschluß  seiner  Grenzen).  Wir  be- 
handeln sodann  diese  Summe  so,  wie  man  in  den  Elementen  der 
Integralrechnung  die  entsprechend  gebildeten  Summen  zu  behandeln 
ptiegt,  was  genügend  schon  durch  die  Wahl  der  Zeichen  angedeutet 
ist.    Dann  erhalten  wir  einen  bestimmten  Grenzwert,  für  den  wir  ein 
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Symbol  gebrauchen  werden,  das  die  Analogie  mit  den  gewöhnlichen 
Integralen  zum  Ausdruck  bringt.    Wir  schreiben 

b 

(5)  Lim  Z"  W(d-)  J  ^  =f  W{d-)  d  ^ . 

Man   sieht,   daß   ein  derartiges   (spezielles)  Stieltjessches  Integral, 
gleich  den  gewöhnlichen  Integralen,  die  in  der  Formel 

b  '  c  c 

a  h  II 

[a  <ih  <ic]  ausgedrückte  Eigenschaft  hat,  daß  es  aber  keineswegs 
eine  stetige  Funktion  seiner  Grenzen  zu  sein  braucht.  Doch  ist  es, 
als  Funktion  seiner  „oberen  Grenze"  h,  ebenfalls  eine  nicht  abnehmende 
Funktion,  Geht  man  auf  die  Definition  (5)  zurück,  so  erhält  man 
die  wohl  ohne  weiteres  verständlichen  Formeln 


a  +  O 


(6)  j ' W{%)  d 0  ==f  W{d-)  d^i-j' W{d-)  d 0  +f  W(d-)  d 0 , 

a  a  a+O  6—0 

a  +  O 

fw(»)  d0  =  W(a)  ■  {  0(a  +  0)  -  0(a) } , 

(7)  \ 

f^id-)  d0  =  ^(h)  ■  {  0(h)  -  0(b - 0) } , 
l— 0 

die  die  Art  der  möglichen  Unstetigkeit  des  Integrals  (5)  als  einer  Funk- 
tion seiner  Grenzen  kenntlich  machen.  Man  sieht,  daß  man  die  Funk- 
tionswerte 0  an  Sprungstellen  ziviscJien  a  und  h  abändern  kann,  ohne 
den  Integralwert  zu  ändern,  bei  a  und  &  selbst  aber  in  der  Regel  nicht. 
Worauf  es  uns  hier  vor  allem  ankommt,  ist,  daß  die  als  Inte- 
gration nach  Teilen  bekannte  Regel  auf  die  Stieltjes^Gh.Q^  Integrale 
ausgedehnt  werden  kann.  Man  schalte  zwischen  %-(^=  a  und  '&■„=& 
die  schon  eingeführten  Teilintervalle  z/O-  ein,  deren  Grenzpunkte  nun- 
mehr ^0,  ^„  .  .  .,  ^^_^,  ^^^  heißen  mögen.  0^,  0„  .  .  .,  0^_„  O^  und 
y^Q,  W^,  .  .  .,  *P*„_i,  ^„   seien    die  zugehörigen  Funktions werte.     Dann 


hat  man 
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Summiert  man  hier  die  vertikal  übereinanderstehenden  Glieder, 
und  geht  man  zur  Grenze  über,  indem  man  die  Breite  des  größten 
Teilintervalls  gegen  Null  abnehmen  läßt,  so  geht  die  erste  der  Summen 
rechts  über  in  das  Integral  (5).  Aber  auch  die  zweite  Summe  kon- 
vergiert gegen  einen  bestimmten  Grenzwert,  der  im  Grunde  ein  ge- 
wöhnliches Integral  ist:  Ein  Unterschied  liegt  nur  darin,  daß  wir  die 
Veränderliche  (P  nicht  als  Funktion  von  ^F  auffassen  (und  in  der  Tat 
auch  nicht  immer  auffassen  können),  sondern  daß  beide  Funktionen 
einer  dritten  Veränderlichen  d-  sind.     Wir  können  schreiben 

h 

(8)  UmZQ{d-)zJW=f0{d-)dW, 

a 

indem  wir,  wie  zuvor,  unter  d-  ein  dem  Intervall  zJd-  angehöriges 
übrigens  beliebiges  Argument  verstehen.  Obige  Summenformel  liefert 
dann  in  der  Grenze 

b  b 

(9)  fw{%-)d^  =  [?p-(0-)  •  0(^)J  -f^{?t) dW. 

a  a 

Alles  dieses  bezieht  sich  unmittelbar  nur  auf  nicht- abnehmende 
Funktionen.  Wenn  wir  aber  für  $  die  Differenz  von  zwei  solchen 
Funktionen   Q^  und   ^g  setzen,  so  daß  nach  wie  vor 

^{&  +  271)  =  ^(^)  4-  2:t 

ist,  so  gelten  natürlich  die  gleichen  Sätze,  und  ebenso  im  Falle  der 
anderen  Funktion  W.     Wir  wollen  annehmen,  es  sei 

W  =  W^-W^,     n^, (0-  +  2n)  =  ^i(^)  -f  C, 

W,{^  +  2%)=^W,{^)+C, 

so  daß  W  eine  stetige  periodische  Funktion  wird, 

(10)  ■  W{^  +  2%)=-9f{d-). 

Ferner  wollen  wir  jetzt  die  Breite  des  Integrationsintervalls 
=  2%  wählen, 

(11)  &-a  =  2;r. 

Dann  sieht  man  unmittelbar,  daß  in  dem  Integral  (5)  der  Anfangs- 
punkt der  Integration  nunmehr  gleichgültig  wird,  so  daß  man  die 
Grenzen  speziell  wählen  und,  wenn  man  die  Bestimmung  (11)  im 
Sinne  behalten  will,  die  Zeichen  dafür  überhaupt  unterdrücken  kann. 
Wir  schreiben 

6  n 

(12)  fw{&)d^=fw(ß-)d^=f^{^)d0. 
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Ferner  aber  beeinflussen  bei  dieser  engeren  Voraussetzung  über 
die  Integrationsgrenzen  auch  die  Werte  von  0  an  den  Sprungstellen 
den  Integralwert  nicht  mehr,  so  daß  man  0  durch  &  ersetzen,  und, 
da  es  auf  die  Sprungwerte  eben  nicht  ankommt,  auch  ohne  Unklar- 
heit zu  erregen,  &   durch   &  ersetzen  kann: 

(13)  J  V(^)  d  0  =  J  V(^)  d&  =  /  V(^)  d  & . 

6  o  o 

Die  entwickelten  Formeln  gelten  also  unter  folgenden  Voraus- 
setzungen: 

(1)  Jede  der  Funktionen  0,  ^F  ist  zunächst  (z.  B.)  für  das  Inter- 
vall von  —  71  bis  71  erklärt  als  Differenz  von  zwei  dort  endlich  hleihen- 
den  nicht  ahnehmenden  Funktionen. 

(2)  Beide  Funktionen  werden  über  das  Definitionsintervall  hinaus 
fortgesetzt  nach  den  Begeln 

^('^-f2jt)=  ^(^)  +  2jr,     ^{^-]-27r)=W{d-). 

(3)  Die  hiermit  als  periodisch  angenommene  Funktion  W  ist  über- 
dies stetig. 

Funktionen,  die  sich  der  Eigenschaft  (1)  erfreuen,  hat  man 
Funktionen  von  beschränkter  Sclavankung  genannt.  Aus  ihrer  Definition 
folgt  nämlich  sofort,  daß  die  Summe  der  absoluten  Beträge  der 
Funktionsschwankungen  in  irgend  welchen  TeilintervaUen ,  also  die 
Summe 

bei  jeder  Art  der  Intervallteilung  unterhalb  einer  endlichen  Schranke 
bleiben  muß,  und  diese  Eigenschaft  erweist  sich  als  charakteristisch 
für  die  genannten  Funktionen.^)  Sie  sind  bemerkenswert  dadurch, 
daß  sie  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervall  sowohl  zunehmen  als  ab- 
nehmen können  (wie  man  ohne  weiteres  sieht)  und  dennoch  der  Be- 
handlung leicht  zugänglich  sind,  viel  leichter  als  z.  B.  die  Potenz- 
reihen.  Für  die  meisten  Anwendungen,  die  man  von  ihnen  macht, 
ist  ihr  Begriff  indessen  unnötig  weit  gefaßt.  Man  wird  nämlich 
leicht  finden,  daß  bei  einer  beliebigen  Funktion  der  Art  der  Funktions- 
wert 0{%-)  an  irgendeiner  Stelle  nicht  gerade,  wie  bei  den  monotonen 


1)  Siehe  C.  Jordan,  Cours  d'analyse,  2"*  ed.,  t.  I  (Paris,  1893),  No.  67—72. 
Oder  z.  B.  G.  KotcaleivsJci,  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung 
(Leipzig  1909),  S.  219. 

Der  Name  rührt  her  von  C.  Jordan  (fonctions  ä  Variation  bornee),  der  Begriff 
aber  findet  sich  schon  in  Abhandlungen  des  zu  früh  der  Wissenschaft  entrissenen 
Scheeffer.  Literaturangaben  und  eine  Würdigung  der  Leistung  von  Scheeffer,  so- 
wie eine  eingehendere  Untersuchung  der  Funktionen  von  beschränkter  Schwankung 
selbst  findet  man  in  den  Mathematischen  Annalen. ,   Bd.  47  (1896),   S.  298—316. 
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Funktionen,  ein  Mittelwert  zwischen  den  stets  vorhandenen  Grenz- 
werten 0('9-  —  0)  und  ^(0-  +  0)  zu  sein  braucht.  In  Anwendungen 
aber  genügt  es  meistens,  Funktionen  dieser  etwas  enger  umgrenzten 
Familie  zu  betrachten  —  sogenannte  Funktionen  ohne  äußere  Sprünge. 
Als  charakteristisch  für  sie  erweist  sich  die  Existenz  eines  bestimmten 
Grenzwertes  der  angeführten  Summe 

Lim  i:\zi0'  =J  \dQ  . 

Meistens  genügt  es  sogar,  nur  solche  Funktionen  in  Betracht  zu  ziehen^ 
die,  wie  unser  @,  der  Gleichung 

(14)  $(^)  =  y  {0(^-0)4- ^(^  +  0)} 

genügen.  Sind  sie  überdies  periodisch,  so  haben  sie  die  Eigenschaft, 
in  durchweg  konvergente  Fouriersche  Beihen  entwickelt  werden  zu 
können.  Es  ist  die  Dirichletsche  Bedingung  erfüllt,  es  gilt  nämlich 
die  Gleichung  (14)  und  die  Darstellbarkeit  von  0(d-)  als  Aggregat 
monotoner  Funktionen.^) 


Die  Stieltjesschen  Integrale  erweisen  sieh  als  sehr  nützlich.  So 
lassen  sich  gewisse  Potentiale,  die  von  diskreten  und  von  kontinuier- 
lich verteilten  Massen  herrühren  und  gesondert  behandelt  zu  werden 
pflegen,  mit  ihrer  Hilfe  bequem  zusammenfassen.  Außerdem  läßt  sich 
öfter  eine  größere  Allgemeinheit  erreichen,  ohne  daß  die  Beweise  ver- 
wickelter würden.  Wir  finden  das  bestätigt,  wenn  wir  jetzt  die  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  abgebrochene  Betrachtung  wieder 
aufnehmen. 

Wir  bilden  zunächst  aus  den  vorgeschriebenen  Sprungstellen 
-O-j  ...  ^„,  die  etwa  nach  dem  Schema 

-^<'&,<^,<'--<f^„<7t,     d-^^,  ==  ^1  +  2;c 

zyklisch    angeordnet   sein   mögen,   und   aus    den  zugehörigen  Sprung- 
werten die  Funktion  &{§■): 

y. 

1 

z— 1 


1)  Siehe  etwa  Kowalewski,  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung- 
(Leipzig  1909),  S.  276. 
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Wir  denken  uns  dann,  wie  zuvor,  die  periodische  Funktion 
©^  —  'S-  in  eine  Fouriersche  Reihe  entwickelt: 

00 

(15)  &  —  &  =  Bo+^'u  { Ä„^  sin  iHd-  +  B^  cos  7n d- } . 

1 

Nunmehr  können  wir  auf  der  linken  Seite  der  zu  beweisenden 
Gleichung  (17),  S.  93,  statt  der  Sprünge  H^  die  Funktion  &  ein- 
führen: Auf  Grund  der  vorhergehenden  Erklärungen  wird  offenbar, 
v^^enn    ^;   <  1   ist, 

n 

(16)  >;  lg  { 1  -  ^e-^'"  ]  S...  =  l\  {l-ze-''^}d&, 

da  nur  die  Sprungstellen  von  0  oder  @  zu  dem  Integral  rechts 
nicht  verschwindende  Beiträge  liefern  —  dieselben  Beiträge,  die  links 
einzeln  aufgezählt  sind.    Die  zu  beweisende  Gleichung  wird  nunmehr 

(17)  -  ^  Jlg  { 1  -  0e-^''}d0  =  J:.  (Ä^  +  iBJz^\ 

O  1 

Sowohl  der  reelle  als  auch  der  imaginäre  Bestandteil  von  lg  { 1 — ze~^^} 
genügt  hier  den  Forderungen,  die  wir  an  die  Funktion  W(p')  gestellt 
hatten.     Daher  finden  wir  durch  Integration  nach  Teilen : 

O  —7t 

n 

+  l,J®d\g  [  1  -  ze-^']  =  -  21g  [l^z)  + 

—  7t 

^00  00 

-f  ~  /   {^  +  V^„^  sinw^  +  V^^cosm^j^lgfl  — ^e-'"*^}. 

—  n  1  0 

Da  nun,  immer  unter  der  Annahme  \z   <  1, 

^Ig  {1  —  ze-'^]  =2''^"  ^  ®^^  '^^  +  *  ^°^  ^*^i 


j^        VI  '  ' 

1 
ist,  so  findet  sich 
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oo 


71 

1  -n  1 

oo  ^  oo 

0  —71  1 

Die  Gleichung  (17)  ist  also  richtig. 

Hiermit  sind  die  in  §  9  aufgestellten  Lehrsätze,  und  insbesondere 
der  letzte,  von  neuem  begründet.  Aber  hei  unserer  jetzigen  Methode 
haben  tvir  die  durch  die  Formel  (16)  ausgedrückte  Tatsache,  daß  & 
eine  abteilungsiveise  konstante  Funktion  ist,  gar  nicht  benutzt.  Es  ist 
vielmehr  überhaupt  folgendes  nachgewiesen: 

„Es  sei  &(ß-)  aus  irgendeiner  Funktion  von  beschränkter  Schwan- 
kung durch  den  geschilderten  Interpolationsprozeß  abgeleitet,  und  es 
sei  diese  Funktion  so  beschaffen,  daß  immer  (0,  ^)  und  (0  -f  2:t, 
■0-  +  2;r)  zusammengehörige  Wertepaare  sind.     Ist  dann 

@  (^)  =  1 1  &(&  -  0)  +  0(^  +  0) } 
der  zu  dem  Argumente  &  gehörige  Hauptivert  von  0,  und 

oo 

0  =  0-  +  5o  +^{A^  sin  md-  +  5„,  cos  mO-}, 
1 
so  ist  immer  auch 

(19)      - ^-/ig ji-f)d0=J;K,+'B„K  j  \~^[ \" 


„Ist    umgekehrt    irgendeine    innerhalb    des    Einheitskreises    kon- 
vergente Potenzreihe  ohne  konstantes  Glied 

oo 

(20)  K^)=^(Am'riB:)z- 

1 

gegeben,  so  läßt  sich  unter  gewissen  Voraussetzungen  die  Gleichung 
(19)  ansetzen  und  als  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  unbekannten 
Funktion  &{d-)  auffassen. 
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Wenn  nämlich  die  aus  der  Potenzreihe  f{z)  abgeleitete  Reihe 
reeller  Potentialfunktionen 

noch  für  z  =  t,  =  e}^  durchweg  konvergiert,  und  als  Funktion  von  -ö- 
eine  beschränkte  Schwankungr  hat,  so  ist 

(21)  0(^)  =  5o+^  + jr/"(e-'^) 

der  Hauptivert  der  gesuchten  Funktion  an   der  Stelle  ^." 

Über  Konvergenz  oder  Divergenz  des  reellen  Bestandteils  der  Po- 
tenzreihe f{ß)  auf  dem  Einheitskreise  wird  hier  gar  nichts  ausgesagt, 
■was  man  wohl  beachten  möge. 
Wird  endlich 

(22)  w  {zy^'Jdz  ■  /(") = ^ + 4  (^1  +  «■  ^i)  ^H  •  •  • 

0 

gesetzt,  so  erhält  man  an  Stelle  von  (21): 

wofür  man  wohl,  wenn  die  den  Randwerten  t,  entsprechenden  Werte 
von  IV  mit  co  =  co{^  bezeichnet  werden,  die  kaum  mißzuverstehende 
Abkürzung 

(23)  0(^)  =  5o+^lg(t4^)  [l-e^'] 
gebrauchen  darf. 

In  manchen  Fällen  der  Anwendung  läßt  sich  das  angegebene 
Verfahren  zur  Bestimmung  der  Funktion  f{z)  bei  gegebener  Funktion 
®(%-)  oder  Öf-O-)  noch  abkürzen. 

Ist  nämlich  die  Funktion  ®{d-)  stetig  und  überdies  durch  In- 
tegration entstanden  aus  einer  periodischen  Funktion  0'(^)>  ^^^  eben- 
falls schon  eine  Funktion  von  beschränkter  Schwankung  ist,  so  kann 
diese  Funktion  &{%•)  als  Funktion  des  Ortes  auf  dem  Einheitskreis 
zu  einer  im  Inneren  des  Kreises  stetigen  Potentialfunktion  eindeutig 
erweitert  werden.  Diese  hat  im  Mittelpunkte  des  Einheitskreises  den 
Zahlwert  Eins,  und  ist  also  der  reelle  Bestandteil  einer  gewöhnlichen 
Potenzreihe  der  besonderen  Form 

(24)  ^{s)  =  l+Z'cp{z)  {:^|<1}; 

(25)  '         &\^)=^\  +  m{z.cp{z)]^^.  [1  =  6^^]. 
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Ist  nun  die  Funktion  ^(/)  bekannt,   so  hat  man  einfach 

z 

(26)  f{z)=j\{z)dz  {k'<l}. 

0 

Eine  solche  Funktion  ^(^)  erhält  man  insbesondere  immer  aus 
der  Z/awren^schen  Zerlegung  einer  auf  dem  Einheitskreis  durchweg 
analytischen  und  dort  reellwertigen  Funktion  mit  dem  konstanten 
Gliede  Eins  in  der  Laurentschen  Reihenentwickung;  die  allgemeine 
Gestalt  einer  solchen  zunächst  in  ringförmigem  Gebiet  erklärten  Funk- 
tion ist  nämlich 

(27)  |{^(^)  +  ^(^-^)V,     [,^<'A<^  +  8]- 

^(s)  und  ^{s)  bezeichnen  dabei  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Form 
(24)  mit  konjugiert-komplexen  Koeffizienten,  ö  bedeutet  einen  posi- 
tiven echten  Bruch,  und  \z  <  1  -f  d  das  Konvergenzgebiet  von  (p{z) 
oder  ^{z)  und  f{z). 

Kann  0(0-)  zerlegt  werden  in  eine  bekannte  abteilungsweise  kon- 
stante oder  doch  nur  sprunghaft  ihre  Werte  ändernde  Funktion  und 
eine  stetige  Funktion  der  eben  beschriebenen  Art,  so  hat  mau  im 
wesentlichen  noch  dieselben  vereinfachenden  Voraussetzungen. 


§13. 

Ein  Grenzübergang.     Konvexe  einfache  Bereiche. 

Mit  abteilungsweise  konstanten  Funktionen  kann  man  die  im  vo- 
rigen Paragraphen  betrachteten  Funktionen,  nämlich  zunächst  alle  nicht 
abnehmenden  Funktionen  und  dann  überhaupt  alle  solchen  von  be- 
schränkter Schwankung  approximieren,  und  zwar  gleichmäßig.  Auf 
diese  Weise  kommt  mau  zu  den  folgenden  Abbildungsformeln: 

(1)  W=Aw{z)  +  B, 

(2)  w^fef^'\U,  {kl<l} 

0 

6 

f{z)  ist  ein  Stieltjessches  Inteyral,  worin  also  &  oder  das  stellvertre- 
tende 0  die  beschriebenen  Eigenschaften  hat  (S.  92)  *).  Auf  der 
anderen  Seite   kann    man   mit   einfachen   polygonalen  Bereichen  über- 


1)   d@  kann  als  eine  über  dem  Bogenstück  d^  lagernde  (nicht  notwendig 
mit  dO'  gegen  Null  konvergierende)  Masse  gedeutet  werden. 
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haupt  alle  einfach -zusammenliäDgendeu  Bereiche  approximieren,  die 
weder  die  Stelle  iv  =  oo  nocli  WindimgsimnJde  enthalten.  Nennen  wir 
nun  alle  solchen  Bereiche,  die  von  einer  stetigen  Bandhirve  einge- 
schlossen sind  und  durch  sie  zu  abgeschlossenen  Punktraengen  ergänzt 
werden,  kurzweg  einfache  Bereiche ^  so  erhebt  sich  die  Frage: 
„Welche  einfachen  Bereiche  werden  vermöge  der  Formeln  (1),  (2),  (3) 
durch  den  Wertevorrat  der  abhängigen  Veränderliehen  W  geliefert?" 
Wir  wissen  es  nicht  zu  sagen. 

Indessen  geht  aus  unseren  Betrachtungen  immerhin  folgendes 
hervor: 

1.  Läßt  sich  eine  konforme  Abbildung  eines  einfachen  Bereichs 
auf  das  Innere  einer  Kreisfläche  vom  Radius  Eius  überhaupt  durch  die 
Formeln  (1)  bis  (3)  bewirken,  so  kann  das  nur  auf  eiüe  Art  geschehen. 

2.  Existiert  eine  solche  Abbildung,  so  gehören  auch  die  übrigen 
cx)^  eigentlich- konformen  Abbildungen  des  gleichen  Bereichs  auf  das 
Kreisinnere  zur  selben  Familie. 

3.  Zu  jeder  solchen  Abbildung  gehört  eine  Stützivirikelfmiktiony 
analog  der  für  den  Fall  eines  Polygons  schon  von  uns  erklärten.  Die 
Randkurve  entspricht  zunächst  stetig  der  Kreißperipherie,  so  daß  ^  als 
Argument  zur  Kennzeichnung  der  einzelnen  Randpunkte  dienen  kann 
(S.  55).  An  allen  Stellen  des  Randes,  vielleicht  mit  Ausschluß 'einer 
abzählbaren  Menge,  existiert  dann  eine  orientierte  Tangente,  die  zu- 
gehörige Stutze,  und  ein  zugehöriger  Stützuinl;el  &{ß-).  An  den  übrigen 
Stellen,  soweit  sie  im  Endlichen  liegen,  existiert  ein  Kontinuum  von 
Stützen  mit  entsprechenden  Stütz  winkeln,  die  zwischen  den  stets  vor- 
handenen Grenzwerten  ®{d-  —  0)  und  &{p-  -{■  0)  variieren.  Dazu  ge- 
hört eine  mittlere  oder  Hauptstütze,  entsprechend  dem  Hauptwerte 

0(#)  =  -^{  0(^-0)+  ©(^  +  0)} 

des  Stützwinkels.  Stützwinkel,  Grenzwerte  und  Hauptwert  existieren 
auch  dort  noch,  wo  der  Rand  des  Bereichs  etwa  ins  Unendliche 
geht.  (Der  Stützwinkel,  als  Funktion  von  ^,  hat  nach  Voraussetzung 
eine  beschränkte  Schwankung.) 

4.  Ist  die  Stützwinkelfunktion  gecreben,  so  bestimmt  sie  den 
Bereich  samt  der  Abbildung  bis  auf  lineare  IVausformationen  der 
Form  (1). 

5.  Zu  den  auf  diese  Art  darstellbaren  Bereichen  gehören  alle, 
deren  Rand,  nach  Übertragung  auf  die  Kugel,  von  einer  endlichen  An- 
zahl durchaus,  d.  h.  mit  Einschluß  ihrer  Enden,  analytischer  Kurven- 
stücke gebildet  wird. 

Wird  man  diese  Resultate  auch  sehr  unbefriedigend  nennen 
müssen,    so    geben    sie    doch,    auf  Beispiele    angewendet,    zu   einigen 
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vielleicht  niclit  uninteressanten  Betrachtungen  Veranlassung.  Es  gibt 
zudem  einen  Fall,  in  dem  sich  ein  abgerundetes  Ergebnis  erzielen 
läßt:    Die  einfachen  konvexen  Bereiche. 

Es  liegt  für  uns  nahe,  einen  einfachen  Bereich  als  konvex  zu 
definieren,  wenn  er  durch  einfache  polygonale  Bereiche  approximiert 
werden  kann,  die  sämtlich  konvex  sind. 

Man  wird  ohne  Schwierigkeit  erkennen,  was  damit  gesagt  ist. 
Indessen  entfernt  sich  eine  solche  Definition  der  Form  nach  doch 
unnötig  weit  von  dem,  was  sonst  üblich  ist.  Wir  geben  daher  noch 
eine  zweite  Erklärung.^) 

Wir  nennen  einen  einfachen  Bereich,  der  über  der  punktierten 
(im  Unendlichen  offenen)  Gaußschen  Ebene  konstruiert  ist,  Iconvex 
wenn  er  die  folgenden  beiden  Bedingungen  erfüllt: 

A.  Es  gibt  äußere  Punkte  (S.  36). 

B.  Gehören  zwei  Punkte  dem  Bereich  an,  so  tun  es  auch  alle 
Punkte  der  sie  verbindenden  geraden  Strecke. 

Es  folgt,  daß  jeder  konvexe  einfache  Bereich  schlicht  ist,  daß 
über  irgend  einem  Punkt  der  Ebene  höchstens  ein  Punkt  des  Bereichs 
liegen  kann.     Daher  kann  man  die  Definition  drittens  auch  so  fassen: 

Eine  Menge  von  Punkten  in  der  punktierten  Gaußschen  Ebene 
bildet  einen  einfachen  konvexen  Bereich,  wenn  sie  folgende  Forde- 
rungen erfüllt: 

a)  Sie  enthält  nur  innere  Punkte. 

b)  Sie  enthält  nicht  alle  eigentlichen  Punkte. 

c)  Sie  enthält  zugleich  mit  irgend  zwei  Punkten  auch  alle  Punkte 
ihrer  Verbindungsstrecke. 

Die  drei  Definitionen,  die  wir  hiermit  gegeben  haben,  werden 
als  äquivalent  erkannt.     Man  beweist: 


1)  Der  Begriff  des  konvexen  Bereichs  geht  im  wesentlichen  wohl  aaf  Steiner 
zurück.  Dann  haben  solche  Bereiche  in  der  Entwicklung  der  Potentialtheorie  die 
Rolle  gespielt,  auf  die  wir  gelegentlich  schon  hingewiesen  haben.  Endlich  be- 
ziehen sich  darauf  Untersuchungen  von  Brunn  und  besonders  von  Minkowski. 

Zur  Verhütung  von  Mißveretändnissen  muß  wohl  erwähnt  werden,  daß  die 
älteren  Autoren  unseres  Wissens  alle  das  Wort  konvex  nur  auf  Punktmengen 
beziehen,  die  ganz  im  Endlichen  liegen  und  außerdem  abgeschlossen  sind. 
Diese  Beschränkungen  sind  (gleich  der  auf  „einfache"  Bereiche)  nicht  durch  die 
Sache  geboten,  sondern  nur  um  der  Anwendungen  willen  eingeführt  worden,  die 
man  hat  machen  wollen. 

Die  erwähnten  Punktmengen  heißen  bei  Minkowski  Ovale.  Aus  einem  Oval 
geht  ein  (ganz  im  Endlichen  gelegener;  konvexer  Bei  eich  dadurch  hervor,  daß 
man  alle  Randpunkte  des  Ovals  wegläßt,  also  nur  seine  inneren  Punkte  behält. 
Es  sind  das  die  im  Texte  so  genannten  Bereiche  elliptischen  Charakters,  aus 
deren  jedem  mithin  durch  Zufügung  seines  Rande.s  ein  Oval  wird.  —  Wir  wer- 
den übrigens  später  das  Wort  Oval  für  den  Rand  eines  Minkowskischen  Ovals 
gebrauchen. 
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Jeder  (nach  der  zweiten  oder  dritten  Erklärung)  konvexe  einfache  J 
Bereich  wird,  nach  Zufügung  aller  seiner  in  der  ahgcscläossenen  Gauß-  ' 
sehen  Ebene  vorhandenen  Grenzstellen  ein  abgeschlossenes  Kontinuum. 
Die  Gesamtheit  dieser  Grenzstellen  bildet  eine  geschlossene  (sogenannte 
Jordansche  Kurvej,  die  die  abgeschlossene  Gaußsche  Ebene  (oder  nach 
Übertragung  auf  die  Kugel  die  Kugelfläche)  in  zwei  einfach-zusammen- 
hängende Bereiche  zerlegt.  Jeder  Grenzpunkt  ist  zugleich  Randpunkt 
(S.  47_),  und  zwar  ist  jeder  eigentliche  Grenzpunkt  nur  auf  eine  Art 
Randpunkt  (S.  48),  der  uneigentliche  Punkt  aber,  wenn  er  Grenz- 
punkt ist,  auf  höchstens  zwei  Arten,  d.  h.  dieser  Punkt  kann  von 
zwei  zu  unterscheidenden  Randpunkten  bedeckt  werden^).  Jede  Ge- 
rade, die  einen  Punkt  des  Bereichs  enthält,  enthält  mindestens  einen 
Grenzpunkt  und  immer  zwei  Randpunkte  des  Bereichs.  Enthält  eine 
Gerade  mehr  als  zwei  Randpunkte,  die  eigentliche  Punkte  sind,  so 
enthält  sie  keinen  inneren  Punkt,  dafür  aber  ein  ganz  aus  Randpunkten 
bestehendes  Kontinuum  (eine  Strecke),  das  sich  möglicherweise  nach 
einer  Seite  oder  auch  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  erstreckt. 

Die  konvexen  einfachen  Bereiche  können  folgendermaßen  klassi- 
fiziert werden: 

1.  Bereiche  elliptischen  Charakters,  solche,  die  ganz  im  Endlichen 
liegen,  wie  z.  B.  das  Innere  eines  Parallelogramms  oder  das  Innere 
einer  Ellipse. 

2.  Bereiche  parabolischen  Charakters.  Es  gibt  in  einem  bestimmten 
Büschel  von  Parallelen  solche  Geraden,  die  durch  die  zugehörigen 
eigentlichen  Randpunkte  in  je  eine  innere  und  eine  äußere  Hälfte 
zerlegt  werden. 

Beispiele:  Parabelfläche,  d.  h.  Inneres  der  Parabel.  Fläche  eines 
Dreiecks  mit  zwei  parallelen  Seiten. 

3.  Bereiche  hyperbolischen  Charakters.  Es  gibt  mehrere  solche 
Büschel  (und  dann  unendlich  viele),  aber  keine  Gerade,  deren  sämt- 
liche Punkte  zum  Bereich  gehörten. 

Beispiele:  Das  Innere  eines  Hyperbelastes.  Ein  Zweieck  mit  nicht 
verschwindendem  Innenwinkel  (S.  78). 

4.  Die  ParaUelstreifen. 

5.  Die  Halbebenen. 

Diese  Grenzfälle  4  und  5  sind  nur  in  oo^  und  oo-  Exemplaren 
vorhanden. 

In  allen  Fällen  gibt  es  Stützen  und  Stützwinkel.  Bei  positiver 
Umlaufung  —  wenn  also  der  Bereich  zur  Linken  bleibt  (der  Radius- 
vektor von  einem  inneren  Punkte  aus  sich  im  positiven  Sinne  dreht)  — 
wächst  der  Stützwinkel  oder  er  bleibt  streckenweise  konstant. 


1)  Der  Bereich  ist  dann  ein  von  zwei  parallelen  Geraden  begrenzter  Streifen 
(ein  Zweiseit,  S.  78);  siehe  weiter  unten  Nr.  4. 
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Nach  diesen  Erklärungen,  die  weiterer  Ausführung  wohl  nicht 
bedürfen,  erhält  man  aus  dem  in  den  §§  9 — 12  Vorgetragenen  durch 
einen  auf  der  Hand  liegenden  Grenzübergang: 

XII.  IIaux)tsatz.  Zu  jeder  eigentUch-lonformen  Abbildung  eines 
einfachen  konvexen  Bereichs  auf  eine  Kreisfläche  gehört  eine  nicht  ab- 
nehmende StilizivinTielfunktion.  umgekehrt  kann  diese  uillkürUch  vor- 
geschrieben tverden:  Sie  liefert  dann  irgendein  eigentlich -konformes  Ab- 
bild der  Fläche  des  Einheitskreises  auf  einen  einfachen  konvexen  Bereich. 

Macht  die  Stützwinkelfunktion  keinen  Sprung,  der  den  Wert  n  er- 
reicht^ so  hat  der  zugehörige  Bereich  elliptischen  Charakter. 

Macht  die  Stütz  Winkelfunktion  einen  einzigen  Sprung  =  n,  so  hat 
der  Bereich  parabolischen  Charakter,  macht  sie  einen  Sprung,  dessen 
Wert  >  n  und  <  2;r  ist,  so  hat  man  einen  Bereich  hyperbolischen 
Charakters  vor  sich.^) 

Macht  die  Stützwinkelfunktion  einen  Sprung  =  2  7t,  so  ist  der 
Bereich  eine  Halbebene,  macld  sie  zwei  Sprünge  gleich  n,  so  ist  er  ein 
Parallelstreifen. 

Von  allen  diesen  Behauptungen  sind  auch  die  Umkehrungen  richtig. 

Ist  die  Stütz  Winkelfunktion  auf  irgendeiner  Strecke  a  <i  d-  <ib  ana- 
lytisch (oder  insbesondere  konstant),  so  ist  das  entsprechende  Stück  am 
Bande  des  Bildbereichs  ebenfalls  analytisch  (oder  insbesondere  gerade). 
Die  Funktion  w(z)  läßt  dann  eine  analytische  Fortsetzung  über  den  Ein- 
heitskreis hinaus  zu;  ist  die  Stützwinkelf anktion  nirgends  analytisch,  so 
ist  für  w{z)  der  Einheitskreis  natürliche  Grenze.^) 

Als  Anwendung  bietet  sich  die  Entscheidung  einer  Frage  dar, 
die  sehr  nahe  liegt,  in  der  Literatur  aber  fast  ganz  mit  Stillschweigen 
übergangen  wird.  Es  sei  W{z)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe,  derart, 
daß  TF' (0)4=0  ist.  Schränkt  man  z  auf  einen  hinreichend  kleinen 
kreisförmigen  Bereich  ein,  so  wird  auch  der  durch  die  Werte  von  W{z) 
bestimmte  Bereich  annähernd  kreisförmig,  also  konvex.  Läßt  man 
dann  den  Radius  jenes  Kreises  wachsen,  so  braucht  der  zweite  Be- 
reich nicht  konvex  zu  bleiben.     Wo  liegt  die  Grenze? 

Für  Überlegungen  dieser  Art  ist  es  offenbar  zweckmäßig,  die  ab- 
geleiteten Formeln  so  zu  modifizieren,  daß  statt  des  starren  Einheits- 
kreises ein  Kreis  mit  veränderlichem  Radius  erscheint.  Wir  führen 
also  die  Transformation 

z*  =  Bz,     f-  =  Bl,     w*  =  Bw 


1)  Die  untereinander  gleichen  Sprünge,  deren  Argumente  sich  um  Vielfache 
von  2  TT  unterscheiden,  werden  zusammengefaßt  und  nur  einmal  gezählt. 

2)  Beispiele  eindeutig  umkehrbarer  Funktionen  mit  kreisförmiger  natürlicher 
Grenze  kennt  man  schon,  sie  sind  jedoch  mit  anderen  Mitteln  hergestellt  worden. 

Ygl.Hurivitz,  Verhandlungen  des  Züricher  Mathematiker-Kongresses,  Leipzig, 
1898,  S.  109,  wo  eine  Bemerkung  von  Fredholm  reproduziert  wird. 

Study,  Geometrie  II.  8 
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aus.     Schreiben  wir  gleichzeitig  noch 

und  ersetzen  wir  schließlich  z*,  ^*,  «•*  wieder  durch  die  Zeichen 
z,  t,,  w,  so  erhalten  wir  an  Stelle  von  (2)  und  (3)  die  folgenden 
Formeln,  in  denen  die  Stützwinkelfunktion  nun  auch  von  li  abhängt: 

z 

(4)  tv  =  j^e^^'^dz  {\z\<R}, 

ö 

(5)  Fiz}  =  -  v/lg{l  -  j]d®{B;  &)        {t^Re^n- 

6 

Der  Zusammenhang  zwischen  w{z)  oder 

^(^)  =  ^g-dT  {^(0)==0} 

und  der  Stützwinkelfunktion  ist  nunmehr  dieser: 

(6)  ©  (i?;  ^)  =  J^o  +  c^  lg  (e  •  CO')  =  ^0  +  ^  +  3F{Tte^^) 
(siehe  §  12,  Nr.  23,  S.  102  und  die  beigegebene  Erläuterung). 

Es  sei  nun  iv{z)  gegeben  durch  eine  Potenzreihe  mit  dem  Kon- 
vergenzradius 3t,  w  =  z  -\-  •  •  ■  Dem  Radius  li  möge  eine  Abbildung 
der  Kreisfläche  |  ^  i  ^  i^  auf  einen  konvexen  Bereich  entsprechen,  und 
er  sei  zunächst  i?  <  9?.  Dann  Avird  die  Stützwinkelfunktion  (6)  eine 
durchweg  analytische  Funktion  von  Q-,  und  also  nach  i^  difi"erenzier- 
bar.  Sie  kann  eine  nirgends  abnehmende  Funktion  nur  dann  sein, 
wenn  ihr  Differentialquotient  nirgends  negativ  ist.  Umgekehrt  ist 
diese  Bedingung  auch  hinreichend,  und  wenn  sie  erfüllt  ist  für  alle 
Werte  von  M,  die  einer  Ungleichheit  der  Form 

genügen,  so  muß  auch  dem  Werte  i?^  von  i?  noch  ein  konvexer 
Bereich  entsprechen,  so  lange  B^  endlich  bleibt.  Andererseits  zeigt 
die  aus  (6)  fließende  Formel 

(7)  @'(JS;  &)  =  ®\B',  ^)  =  l-^m[l-  F'{t)], 

daß,  wenn  &'(B,  d-)  für  irgendeinen  Wert  von  7?(<  9t)  nirgends 
negativ  ausfällt,  für  alle  kleinereu  Werte  von  B  die  Werte  jener 
Funktion  positiv  sein  müssen:  Die  Werte  einer  regulären  Potential- 
funktion im  Inneren  irgendeines  Bereichs  sind  ja  Mittelwerte  aus  den 
Randwerten. 

Man  beachte  schließlich  noch,  daß  die  gefundene  Bedingung  nicht 
für  alle  Werte  von  B  erfüllt  sein  kann,  es  sei  denn,  daß  w  eine 
ganze  lineare  Funktion  von  z  und  also  hier  =  z  ist.  Im  genannten 
FaUe  muß  nämlich  die  Funktion  (7)    für  alle  endlichen  Werte  von  ^ 
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regulär  und  positiv  sein.  Als  Potentialfunktion  ist  sie  dann  eine 
Konstante,  hier  gleich  der  Einheit.^)  Daraus  folgt  F'{^)  =  0  oder 
also   ic"(z)  =  0. 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Wenn  in  einer  geu'öhnlichen  Potensreihe ,  die  sich  nicht  auf  eine 
ganze  lineare  Funktion  ihres  Argumentes  reduzieH,  die  erste  Potenz  der 
tinabhängigen  Veränderlichen  ivirTdich  vorkommt,  so  gehört  zu  dieser 
Beihe  ein  Kreis  von  endlichem  Badius,  der  mit  dem  Konvergenzkreis 
konzentrisch  ist  (und  unter  Umständen   mit  ihm  zusammenfallen  wird). 

Der  Fläche  dieses  Kreises  entspricht  ein  konvexer  Bereich,  und 
ebenso  allen  kleineren  konzentrischen  Kreisflächen,  icährend  größeren 
konzentrischen  Kreisflächen  konvexe  Bereiche  nicht  mehr  entsprechen. 

Wir  -wollen  den  genannten  Kreis  die  Bundungsschranke  der  Potenz- 
reihe nennen.    Dann  haben  wir  folgendes  Kriterium. 

XIII.  Ist  für  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  W(/),  die  der  Bedingung 
W  (0)  4=  0  gs'^iigf,  ^?6  Funktion 

(8)  1  +  m[z^~} 

im  ganzeti  Inneren  des  Konvergenzhereichs  positiv,  so  ist  eniiveder  TF(^) 
eine  ganze  lineare  Funktion,  oder  die  Beihe  hat  einen  Konvergenskreis 
von  endlichem  Badius,  und  dieser  Kreis  ist  zugleich  Pamdungsschranke. 
In  allen  anderen  Fällen  ist  die  Bundungsschranke  im  Inneren 
des  Konvergenzkreises  enthalten  und  dadurch  gekennzeichnet,  daß  die 
genannte  Funktion  auf  ihr  den  Wert  Null,  nicht  aber  negative  Werte 
erreicht.^) 

Im  Inneren  der  Rundungsschranke  sind  die  Werte  der  Funktion  (8) 
dann  natürlich  überall  positiv. 

Ist  nicht  W  als  Funktion  von  z,  sondern  z  als  Funktion  von  W 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  als  Funktion  von  w  gegeben,  so 
erhält  man  an  Stelle  von  (8 ) 

(9)  l-«{^)äO. 

Es  ist  aber,  wenn  g(u,  v)  die  Greensche  Funktion  des  Bereichs 
in  der  Ebene  von  w  =  u  -\-  iv  und  h{ii,  v)  die  konjugierte  Funktion 
bezeichnet, 

—  =  ß-G(,w)  =  ß-  !?(«,») +  «A(",p)  }  . 


1)  Osgood,  S.  546,  Aufgabe. 

2)  Über  die  Bedingungen,  unter  denen  der  reelle  Teil  einer  Potenzreihe  im 
Konvergenzkreis  positiv  bleibt,  liegen  Untersuchungen  von  C.  Caratheodory  und 
anderen  vor.  Siehe  Caratheodory  u.  Fejer,  Rend.  del  Circodo  di  Palermo  XXXII, 
1911,  p.  193  s.  s.,  wo  noch  weitere  Literatur  angegeben  ist;  ferner  G.  Herglotz, 
Leipz.  Ber.  1911,  S.  477,  /.  Schur  und  G.  Frobenius,  Berl.  Ber.  1912,  S.  4,  16. 

8* 
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Ad   Stelle  von  (9)  kann  man  dann  auch  schreiben 

(10)  <^^^o, 

wobei  beidemal  das  Gleichheitszeichen  nur  am  Rande  stattfinden  kann. 
Durch  Elimination  von  /t  ergibt  sich  schließlich: 

XIV.  Ist  die  zu  irgendeinem  Punkt  gehörige  Greensche  Funktion 
g{u,v)  eines  einfachen  Bereiches  bekannt,  so  ist  dieser  dann  und  nur 
dann  konvex,  ivenn  in  seinem  Innern  der  Differentialau.sdruck 

Wdu)        \dv)  idii^  ducv  dudv 


tv  dudvou        [\cv/         \cuj   ]  dv^ 


Überall  positiv  ist.    Dazu  genügt  schon,  daß  der  Ausdruck  in  beliebiger 
Nahe  des  Randes  nur  positiver  Werte  fähig  ist. 

Wir  heben  noch  hervor: 

Ist  ein  einfacher  Bereich  konvex,  so  sind  die  Niveaukurven  jeder 
zugehörigen    Greenschen  Funldion    vollkommene    Ovale,    abgesehen    mög-  ■ 
lichenveise  von  der  Randkurve.^) 

Ferner: 

Verhält  sich  eine  analytische  Funktion  regiüär  für  das  ganze  Innere 
eines  einfach- zusammenhängenden  Bereichs  und  Jtildef  sie  diesen  auf  einen 
einfachen  konvexen  Bereich  ab,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Bereichen,  die 
begrenzt  werden  von  den  Niveaukurven  irgendeiner  Greenschen  Funktion, 
und  ebenso  von  allen  Grenzlagen  solcher  Bereiche,  die  entstehen,  Kenn 
man  den  HauptpunM  einer  Greenschen  Funktion  auf  den  Rand 
des  gegebenen  Bereichs  rücken  läßt. 

Insbesondere  gilt  das  von  allen  kreisförmigen  Bereichen  innerhalb 
der  Rundungsschranke  einer  Potenzreihe  iv  =  z  -\-  ■  ■  ■. 

Es  sei  eine  Ellipse  so  gelegen,  daß  die  Krümmungskreise,  die  zu 
den  Endpunkten  der  kleineren  Hauptachse  gehören,  nicht  aus  der 
Rundungsschranke  heraustreten.  Dann  wird  auch  diese  Ellipse  auf 
einen  konvexen  Bereich  abgebildet. 

1)  Es  wird  wohl  kein  Mißverständnis  entstehen,  wenn  wir  das  Wort  Oval 
für  den  Band  eines  Bereichs  von  elliptischem  Charakter  brauchen.  Das  Oval 
heißt  vollkommen,  wenn  es  durchweg  analytisch  und  regulär  ist,  und  an  keiner 
Stelle  eine  mehr  -  als  -  zweipunktig  Vjerührende  Tangente  zuläßt.  {3Iinkoicski, 
Werke,  II,  S.  242).  —  Daß  die  Niveaukurven  vollkommene  Ovale  sind,  ergibt  sich 
etwas  später  (S.  114). 

Vgl.  noch  Painleve ,  Comptes  Rendus  de  TAcademie  des  Sciences,  Paris 
1891,  pp.  653—656,  und  v.  Balwigk,  Über  die  Integration  von  z/m^O  und  die 
konforme  Abbildung,  Habilitationsschrift,  Marburg  1897,   S.  7 


§14.    Kurvenbogeu.  \W 

Wie  lautet  der  umfassendere  Lehrsatz,  von  dem  diese  Behauptung 
einen  Spezialfall  bildet?  Unter  welchen  Umständen  ist  das  Bild  der 
beschriebenen  Ellipse  ein  vollkommenes  Oval? 

Wir  fügen  schließlich  noch  eine  kleine  mengentheoretische 
Übungsaufgabe  hinzu. 

Es  sei  zivisclien  zicei  veränderlichen  Größen  %-,  @  eine  Ahliängig- 
Tceit  derart  festgesetzt,  daß 

1.  jedem  Werte  irgendeiner  von  beiden  mindestens  ein  Wert  der 
anderen  entspricht, 

2.  zugleich  mit  d;  &  immer  auch  %•  -\-  '2^1,  Q  -\-  2%  zusammen- 
gehörige  Werte  sind,  und  daß 

3.  aus  ^2  —  '^1  >  0    folgt     &,-&,^0 
und  aus                   ©2  —  0^  >  0    folgt     9-2  —  ^i>  0. 

Deutet  man  dann  ^  und  &  als  rechtwinklige  Cartesische  Koordi- 
naten, so  uird  der  Ort  der  Fmikte  ip-,  &)  eine  reJctif zierbare  Kurve.^) 

&  z.  B.,  als  Funktion  von  #■  betrachtet,  ist  die  Stütz /ci>ikelfunktion 
eines  lonvexeti  einfachen  Bereichs,  und  jede  solche  kann  auf  die  be- 
schriebene Art  erklärt  Zierden. 

§  14. 
Fortsetzung.    Niveaukurven  Greenscher  Funktionen. 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  beziehen  sich  auf 
konvexe  Bereiche  im  ganzen.  Es  ist  aber  klar,  daß  man  über  das 
Verhalten  der  Randkurven  noch  genauere  Auskunft  erhalten  kann, 
und  daß  man  sich  dann  auch  nicht  gerade  auf  konvexe  Bereiche  zu 
beschränken  braucht.  Es  genügen  dazu  zum  Teil  schon  ganz  elemen- 
tare  Hilfsmittel,  die  wir  deshalb  jetzt  entwickeln  wollen. 

Wir  denken  uns  zunächst  in  der  Gaußschen  Ebene  einen  ein- 
fachen in  bestimmtem  Sinne  durchlaufenen  Kurvenbogen 

z  =  zit)  =  x{t)  -f  iy{i)  \k^i^K\. 

indem  wir  die  Koordinaten  x  und  y  als  stetige  Funktionen  des  Para- 


1)  Kurven,  die  auf  die  gleiche  oder  auf  eine  ähnliche  Art  definiert  sind,  treten 
bei  mehreren  Gelegenheiten  auf.  Vgl.  American  Journal  of  Mathematics,  v.  19, 
1906,  pp.  107,  108.  Dahin  gehören  auch  die  Weltlinien  ^linkonskis  i^ Werke  II, 
S.  432).  Eine  Weltlinie  ist  eine  Punktmenge  in  i?^,  für  die  folgende  beiden 
Eigenschaften  charakteristisch  sind:  1.  Sie  ist  zusammenhängend.  2.  Sie, wird 
durch  jeden  ihrer  Punkte  in  zwei  Teile  zerlegt,  deren  einer  ganz  im  Vorkegel 
und  deren  anderer  ganz  im  Nachkegel  des  Punktes  verläuft  i  im  Kegel  mit  Ein- 
schluß seiner  Begrenzung).  Der  gerade  Weg  zwischen  zwei  Punkten  derselben 
Weltlinie  ist  unter  allen  Wegen  (Weltlinienstücken)  zwischen  diesen  Punkten 
der  längste,  wenn  man  die  Weglänge  auf  einer  Weltlinie  durch  die  zugehörige 
Eigenzeit  definiert. 
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meters  t  voraussetzen  und  die  Annahme  machen,  daß  jedem  Punkte  z 
des  Bogens  nur  ein  Wert  des  Parameters  t  im  bezeichneten  Intervall 
entspricht.  Einem  „inneren"  Punkt  des  Bogens  { ^o  <  ^  <  ^i }  erteilen 
wir  jetzt  unter  gewissen  Voraussetzungen  eine  Signatur,  die  durch 
eines  der  drei  Zeichen  (+),  (0),  (— )  dargestellt  wird.  Der  Kurven- 
punkt erhält  die  Signatur  (0),  und  die  Kurve  heißt  nicM  gelirämmt 
in  diesem  Punkte,  oder  also  nicht  gekrümmt  an  der  Stelle  t,  wenn 
sich  ein  Intervall  t  —  d  •  •  •  t  -\-  d  finden  läßt  derart,  daß  das  ganze 
zugeordnete  Kurvenstück  gerade  ist.  Andernfalls  sagen  wir,  die  Kurve 
oder  der  Kurvenbogen  sei  an  der  Stelle  t  Inwun.  Es  kann  dann 
sein,  daß  sich  ein  Intervall  t  —  d^  ■  •  •  t  -\-  d^  finden  läßt,  derart,  daß 
der  Kurvenbogen  zwischen  den  Punkten  t  —  Ö^  und  t-^-d^,  im  positiven 
Sinne,  d.  h.  im  Sinne  trachsender  Werte  von  t  durchlaufen,  zusammen 
mit  der  geraden  Sehne  zwischen  den  Endpunkten,  die  wir  uns  vom 
Punkte  t  +  ög  nach  dem  Punkte  t  —  d^  hin  durchlaufen  denken,  den 
vollständigen  Rand  eines  kouvexeh  Bereiches  bildet.  Zufolsfe  der 
Eigenschaften  konvexer  Bereiche  gilt  dann  dasselbe  für  jedes  Inter- 
vall ^  —  «1  •  •  •  ^  +  fo ,  wo  0  <  £^  ^  d^  und  0  <  £3  ^  ^2  ist.  Wir  legen 
dann  dem  Punkte  die  Signatur  (-(-)  bei  und  sagen,  die  Kurve  sei  an 
dieser  Stelle  positiv  gelrümmt,  wenn  bei  wachsenden  Werten  von  t  der 
konvexe  Bereich  im  positiven  Sinne  umlaufen  wird.  Wie  die  Erklärung 
des  negativen  Gekrümmtseins  (— )  zu  fassen  ist,  ergibt  sich  hieraus  von 
selbst.  Z.  B.  ist  der  im  Sinne  wachsender  Werte  von  t  durchlaufene 
Kreis  ^  =  e*"  an  jeder  Stelle  positiv,  der  Kreis  ^'  =  e~''  an  jeder  Stelle 

negativ   gekrümmt,    während    die    Kurve   x  =  t,   y  =  t  sin  --    an    der 

Stelle  ^  =  0  wohl  krumm,  nicht  aber  positiv  oder  negativ  gekrümmt 
ist.  Wie  die  zuerst  angeführten  Beispiele  zeigen,  kann  es  sein,  daß 
alle  betrachteten  Punkte  einer  Kurve  z.  B.  die  Signatur  (+)  haben;  wir 
wollen  auch  den  etwas  allgemeineren  Fall  einbeziehen,  wo  die  Signatur 
überall  (+)  oder  (0)  ist  und  Stellen  mit  der  Signatur  (-f)  wirklich 
vorkommen.  Wir  sagen  dann,  die  Kurve  sei  im  ganzen  positiv 
gekrümmt.  Der  Rand  irgendeines  im  positiven  Sinne  umlaufenen 
konvexen  Bereiches  ist  dann  im  ganzen  positiv  gekrümmt,  es  sei 
denn,  daß  der  Bereich  eine  Halbebene  oder  ein  Parallelstreifen  ist. 
Ferner  zeigt  man  leicht,  daß  jeder  Bogen  einer  krummen  analytischen 
Kurve,  der  sich  mit  Einschluß  der  Endpunkte  regulär  verhält,  in  eine 
endliche  Zahl  von  Stücken  zerlegt  werden  kann,  deren  jedes  entweder 
durchweg  positiv  oder  durchweg  negativ  gekrümmt  ist.^)  Schließlich 
ist  klar,  daß  und  wie  die  anfangs  erklärte  Einschränkung  auf  Kurven 
ohne  Doppelpunkte  aufgehoben  werden  kann. 


1)  Man  beachte,  daß  die  Definition  der  Signaturen  (-(-),  ( — )  sich  nicht  auf 
die  Endpunkte  eines  Kurvenstücks  erstreckt. 
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Bei  analytischen  Kurvenbogen  und  auch  noch  unter  umfassenderen 
übrigens  auf  der  Hand  liegenden  Voraussetzungen  kann  über  die  Art 
des  Gekrümmtseins  mit  Hilfe  eines  DifFerentialausdrucks  entschieden 
werden,  den  man  als  Krümmungsmaß  oder  auch  als  Krümmung  eines 
Kurvenpunktes  bezeichnet.  Irgendein  Lehrbuch  der  Differentialrechnung 
gibt  darüber  Auskunft. 

Man  kann  die  Bestimmung  treffen,  daß  in  dem  Ausdruck 

M\  1   _  x'y"-y'x" 


^        {x  x'+tj  y')  Yx  X  -i-y'y' 

der  zur  Berechnung  des  Krümmungsradius  eines  reellen  ebenen  Kurven- 
zugs dient,  die  im  Nenner  auftretende  Wurzelgröße  nur  positiver  Werte 
fähig  sein  soll.  Damit  erhält  dann  der  Ausdruck  an  jeder  solchen 
Stelle  regulären  Verhaltens  (der  Kurve  und  ihrer  Parameterdarstellung, 
^'rr' -j- ?/'y'=f=  0),  wo  er  nicht  gerade  verschwindet,  ein  bestimmtes 
Vorzeichen,  und  dieses  Vorzeichen  ist  eben  die  Signatur  (+)  oder  ( — ) 
des  betrachteten  Punktes. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  der  besprochene  Kurvenbogen  in  dem 
Gebiet  verläuft,  in  dem  eine  eigentlich-konforme  Abbildung 

w  ==  u  -{-  iv  =  IV {z)  =  IV {x  -f-  iy) 

sich  regulär  verhält,  und  fragen,  wie  denn  die  Signatur  des  gregebenen 
Bogens  zusammenhängt  mit  der  Signatur  des  transformierten  Bogens. 
Dabei  wollen  wir  uns  auf  den  Fall  von  regulären  analytischen  Bogen 
beschränken,  so  daß  wir  die  Formel  (1)  oder  die  mit  ihr  äquivalente 
Formel 

anwenden  können.  Eine  einfache  Rechnung  liefert  dann,  wenn  das 
Krümmungsmaß  (2)  des  Kurvenbogens  z  =  3{t)  verschwindet,  für  das 
Krümmungsmaß  des  transformierten  Bogens  den  Ausdruck] 

(3a)  A  =  _J_^.^{/^)        \i,(Oi  =  0Y). 

Wenn  die  genannte  Annahme  nicht  zutrifft,  so  wird 
(3b)  i  =  ±.-^.^{l-ZiV)       |^»(^)  +  0).), 

wofern  z-{-  Z  die  komplexe  Größe  vorstellt,  die  dem  Krümmungsmittel- 
punkt der  Kurve  z  =  z{t)  an  der  Stelle  t  entspricht: 


(4) 

Z  =  l  •  r  •  Y~n' 

d'z        ,      dw 
dv                dz 

w' 

1)  Dabei  ist  z' ^  =- , 
dt 

d^iv 
~  .dz^ 
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Nehmen  wir  jetzt  an,  daß  die  Kurve  z  =  zi^t)  eine  Kreislinie  vom 
Radius  R  und  mit  dem  Mittelpunkt  ^  =  0  ist,  so  wird  Z  =  —  z  und 
wir  erhalten  an  Stelle  von  (3  b)  die  Gleichuug 

(5)  ^^^.X.m\i  +  zK\- 

Hieraus  ergibt  sich  von  neuem  der  Satz  auf  S.  109,  zugleich  aber 
auch  eine  Ergänzung:  Liegt  die  Kreislinie  \z\  =  R  ganz  im  Kegularitäts- 
bereich  der  analytischen  Funktion  iv  =  w{z)  und  ist  für  irgendeinen 
auf  ihr  gelegenen  Kreisbogen  durchweg  ^«''4=0,  so  liefert  für  diesen 
Bogen  das  Vorzeichen  des  Ausdrucks 

(6)  x+m[z^] 

die  Signatur  des  in  der  Abbildung  zugeordneten  Kurven  bogens.  Ist 
insbesondere  iv  gegeben  durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  Form 

(7)  w  =  z-^---, 

so  ergibt  sich  als  Bild  der  Kreisfläche  |  ^  |  ^  -R  bei  hinreichend  kleinen 
Werten  von  R  immer  ein  volllommoies  Oval,  nämlich  ein  ganz  im 
Endlichen  gelegener  Bereich  mit  einer  analytischen  und  durchweg 
regulären  positiv  -  gekrümmten  Randlinie.  Bei  wachsenden  Werten 
von  R  wird  ein  Grenzwert  Rq  erreicht,  der  die  Rundungsschrcmle 
bezeichnet  und  unter  Umständen  mit  dem  Konvergenzradius  9?  zu- 
sammenfallen kann,  Rq  ^  9?.  Der  Bildbereich  ist  dann  immer  noch 
konvex,  er  kann  sich  aber  ins  Unendliche  erstrecken,  oder  er 
muß,  wenn  er  im  Endlichen  bleibt,  eine  Tangente  mit  mehr  als 
zweipunktiger  Berührung  zulassen  (Nr.  5).  Der  Radius  Rq  der 
Rundungsschranke  ist  dadurch  bezeichnet,  daß  der  Ausdruck  (6)  für 
R  =  Rq  nicht  mehr  überall  positiv  ist.  Ist  i?o<9^,  so  ist  für  die 
der  Ungleichheit  |  ^  |  <  -Rq  genügenden  Punkte  jedenfalls  tv'  =j=  0,  und 
man  kann  R  noch  weiter  wachsen  lassen,  wobei  der  Ausdruck  (6) 
stellenw^eise  zu  negativen  Werten  übergeht.  Die  Randkurve  |  ^  |  =  ü 
wird  dann  zunächst  in  eine  stets  endliche  Zahl  von  Stücken  zerlegt, 
in  deren  jedem  der  Ausdruck  (6)  sein  Vorzeichen  (+)  oder  ( — )  be- 
wahrt und  denen  positiv-  oder  negativ-gekrümmte  analytische  Kurven- 
bogen entsprechen.  Die  Zahl  dieser  Stücke  kann  bei  wachsendem  R 
nicht  abnehmen,  solange  nicht  Stellen  tiberschritten  werden,  für  die 
tv'  verschwindet,  und  sie  kann  sogar  unbegrenzt  wachsen,  bis  der 
Wert  ii  =  9t  erreicht  wird.  Es  kann  aber  auch  eine  Stelle  erreicht 
und  überschritten  Averden,  wo  w'  verschwindet;  negativ  gekrümmte 
Kurvenbogen  können  sich  zu  Spitzen  zusammenziehen,  um  dann,  in 
der  nunmehr  mit  Verzweigungspunkteu  behafteten  Riemannschen 
Fläche  in  der  ?t-Ebene  wieder  in  schleifenartig  gestaltete  durchweg 
positiv  gekrümmte  Bogen  überzugehen. 
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Da  diese  Verhältnisse  immerhin  einigermaßen  verwickelt  sind,  so 
beschränken  wir  uns  auf  einfache  Bereiche,  womit  das  Verschwinden 
von  w'  für  I  ^  j  <i  Bq  ausgeschlossen  ist. 

Zunächst  wollen  wir  bemerken,  daß  über  das  Verhalten  der  Bogen- 
elemente  auf  den  Bildern  der  konzentrischen  Kreise  2\  =  R  {i?<9i}, 
also  auf  den  Niveaukurven  der  Greenschen  Funktion  eines  einfachen 
Bereichs  auf  Grund  unserer  Formeln  sich  eine  der  geometrischen  Be- 
trachtung nahe  liegende  Aussage  begründen  läßt.  Wir  denken  uns  jene 
Kreise,  Ränder  konvexer  Bereiche,  in  positivem  Sinne  umlaufen  (so 
daß  die  Kreisfläche  zur  Linken  bleibt).  Für  ihre  Bildkarven  gilt  dann 
Entsprechendes,  und  man  erhält  den  Satz:  Verschiebt  man,  wachsenden 
Werten  von  R  entsprechend,  ein  zu  einer  Niveaiikurve  gehöriges  Bogen- 
element,  indem  man  seine  Endpunlite  auf  zivei  benachbarten  orthogonalen 
TrajeJitorien  der  Niveaulurve^i  laufen  läßt,  so  nimmt  seine  Länge  zu,  ivo 
immer  die  Xiveauhirve  positiv  gehrümmt  ist,  und  sie  nimmt  ab  doti, 
ivo  sie  negativ  gekrümmt  ist. 

Es  möge  sich  um  das  Bild  des  Kreissektors  handeln 

Dann  gehört  zum  Bilde  des  Kreisbogens  r  =  const.  zwischen  cp^ 
und  (p^  die  Bogenlänge 

(8)  gj;(r)  =fydwdW  =  rjdcpe^^('-'''') 

(<Po)  <ro 

Hieraus  aber  folgt 

<Pi 

<Po 

woraus  unmittelbar  die  Behauptung  abgelesen  wird.  Das  Ergebnis 
kann  auch  so  au.sgedrückt  werden: 

Bei  tvachsenden  Werten  von  R  entfernen  sich  benachbarte  ortho- 
gonale TrajeJitorien  der  Niveaukurven  der  Greenschen  Funktion  vonein- 
ander, wo  diese  Kurven  positiv  gekrümmt  sind,  und  die  orthogonalen 
Trajektorien  nähern  sich,  wo  die  Niveaukurven  negativ  gekrümmt  sind. 

Ebenso  läßt  sich  das  Verhalten  des  Abstandes  von  zwei  benach- 
barten Xiveaukurven  qualitativ  beurteilen,  Menn  man  diesen  Abstand 
durch  das  dazwischen  liegende  Bogenelement  einer  orthogonalen  Tra- 
jektorie  mißt,  und  diese  längs  der  beiden  Niveaukurven  verschiebt. 
Es  ist  nämlich  überhaupt  der  Bogen  auf  einer  orthogonalen  Tra- 
jektorie  zwischen  zwei  Niveaukurven  gegeben  durch  die  Formel 

riO)     Q2(cp)  =  fychvdW=^fdre^^(>-'"''')         {0£r,<r,<R}. 
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Hieraus  folgt 

(11)         ^s':w  =  -/''«^''''''^i^-f"W)- 

Hier  ist  also  entscheidend  das  Verhalten  der  Funktion 

(12)  d  { re^'P  ■  FXre'v) } :  {r  =  const. } 

Wo  diese  FunJction  auf  der  Niveauhirve  r  =  const.  verschivindef, 
da  erreicht  der  Abstand  Txonseltutiver  Niveaiikurcen  ein  Extremum  oder 
tvenigstens  einen  stationären  Wert. 

Schließlich  bemerken  wir,  daß  bei  gegebener  Stützwinkelfunktion 
eines  einfachen  Bereichs  sich  das  Krümmungsmaß  seiner  Randkurve 
durch  die  Stützwinkelfunktion  selbst  darstellen  läßt,  soweit  diese 
analytisch  ist  und  sich  regulär  verhält.  Man  hat  dazu  nur  die  Glei- 
chung (5)  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Gleichung  (7) 
zusammenzuhalten : 

Bei  einem  einfachen  Bereich,  wo  also  innerhalb  des  Konvergenz- 
gebietes 5 1  <  9i  der  Reihe  (7)  w'  von  Null  verschieden  bleibt,  hat 
man  für  r  <  9i  immer 

(13)  ,A  =  l.e-^F<:-'>).^0(.;^), 

und  diese  Formel  gilt  auch  noch  für  r  ==  9^  in  jedem  Gebiete  -O-  =  qp, 
(Po^fp^fpi,  in  dem  die  Stütz  Winkelfunktion  (9(>)  ==  ©f-R;  d')  analy- 
tisch ist  und  sieh  als  Funktion  von  d-  regulär  verhält.  Man  schließt 
hieraus : 

Überall  dort,  ivo  die  Stütz  Winkelfunktion  zunimmt  (abnimmt),  ist 
die  Krümmung  der  Randkurve  des  einfachen  Bereichs  positiv  (negativ); 
was  freilich  auch  ohne  Rechnung  einleuchtet. 


Wir  fügen  hierzu  noch  einige  Lehrsätze  über  einfache  konvexe 
Bereiche,  die  nicht  gerade  auf  dem  Gebrauche  der  Stützwiukelfunktion 
beruhen,  aber  zur  Vervollständigung  des  Bildes  dienen  werden,  das 
wir  von  diesem  Gegenstand  zu  entwerfen  versucht  haben. 

XV.  Es  möge  die  Rundungsschranke  der  Potenzreihe  tv  =  z  -}-  •  ■  • 
mit  dem  Einheitskreis  zusammenfallen  oder  ihn  umfassen.  Dann  über- 
deckt das  (konvexe)  Bild  der  Kreisfläche    ^  |  <  1   stets  die  Kreisfläche 

i-  <!• 

Es  sei  g(u,  v)  die  Greensohe  Funktion,  die  zum  Bilde  der  Fläche 
des  Einheitskreises  gehört,  so  daß 

G{w)  =  g{u,  v)  -f  ih{u,  v)  =  —  lg  <?  =  —  lg  r  —  icp. 
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Die    Entwicklung    lg  w  =  Ig  2  -\-  lg  {1  -{-  ■  ■  ■}    zeigt    dann,    daß 
G(w)  die  Form  hat 

G{w)  =  —  lg  w  -{-  IV  •  ^(^^) , 

worin  '^(w)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  bezeichnet.  Die  Differenz 
g{w)  —  g^{iv)  von  zwei  solchen  Greenschen  Funktionen  ist  also  eine 
Potentialfunktion,  die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  ic  =  0  regulär 
verhält  und  für  iv  =  0  verschwindet.  Daraus  folgt,  daß  am  Rande 
des  Bereichs,  der  von  den  beiden  zu  g{iv)  und  g^{w)  gehörigen  Be- 
reichen gemeinsam  überdeckt  wird,  die  genannte  Differenz  entweder 
überall  gleich  Null  ist  oder  teils  positive  teils  negative  Werte  an- 
nimmt. Der  erste  Fall  tritt  nur  ein,  wenn  beide  Bereiche  identisch 
sind,  im  zweiten  muß  jeder  Bereich  über  den  anderen  hinaus- 
greifen. Wir  wählen  jetzt  den  zweiten  Bereich  als  eine  Halbebene, 
deren  geradliniger  Rand  von  der  Stelle  iv  =^  0  den  bestimmten  Ab- 
stand Y  haben   muß,   und   übrigens   eine  beliebige  Lage  haben  kann, 

so  daß  alle  Tangenten  des  Kreises  'w\  =  —  als  Randlinien  erscheinen 

können  (S.  82,  Fig.  20).  Es  möge  ferner  auch  der  erste  Bereich  konvex 
sein,  und  es  werde  angenommen,  daß  seine  Randlinie  von  dem  Punkte 

^f  =  0   einen   kürzesten  Abstand   hat,   der  kleiner  ist  als   — .     Daraus 

erhält  man  sofort  einen  Widerspruch,  da  man  nunmehr  die  Halb- 
ebene in  eine  solche  Lage  bringen  kann,  daß  sie  den  ersten  Bereich 
ganz  im  Linern  enthält. 

Wie  man  sieht,  wird  die  angegebene  Grenze  wirklich  erreicht, 
und  zwar  von  den  Punktionen 

(14)  ^  =  ^  (I^HM- 

Ebenso  beweist  man: 

XVL  Wird  durch  die  Fimldion  iv  =  z  -\-  •  ••  die  Fläche  des  Einheits- 
Jcreises  ahgehildet  auf  einen  einfachen  Iwnvexen  Bereich,  für  den  der 
Punkt  IV  =  0  Symmetriepunht  ist,  so  überdeckt  dieser  Bereich  immer  die 

Kreisfläche   |  w    <  -- .  f 

Zur  Begründung,  sowie  zum  Nachweis,  daß  die  Zahl  j  nicht 
durch  eine  größere  ersetzt  werden  kann,  dienen  die  Funktionen 

(15)  IV  =  —  arc  tg  (cz)  {\c  =  1 } . 

(Siehe  S.  79,  Fig.  18.)  Man  erkennt  hier  von  neuem  die  Sonder- 
stellung der  in  §  10  behandelten  GrenzfäUe  II,  III.  Aber  auch  der 
FaU  I  liefert  einen  ähnlichen  Lehrsatz: 
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XVII.  Entsteht  ein  einfacher  Jionvexer  Bereich  aus  der  Fläclie  des 
Einheitsh'eises  ditrcJt  die  Ahhildung  ic  =  ^  -\-  ■  ■  •  und  ist  er  in  einer 
Kreisfläche  iv  <.  M  {3/<l}  enthalten,  so  iiherdecJct  er  unter  allen 
Umständen  eine  dazu  lonzentrische  KreisfläcJte  von  einem  gewissen 
durch  M  bestimmten  Radius  m   { <  1 } . 

Um  zu  dieser  Einsicht  zu  kommen,  gehen  wir  aus  von  der 
Transformation  s  =  t'-,  indem  wir  unter  X  eine  reeUe  Zahl  verstehen^ 
die  der  Bedingung 


(16) 


4<'^<i 


genügt.  Durch  die  genannte  Transformation  wird  dann  die  obere 
Halbebene  ^7(^)^0  abgebildet  auf  ein  Zweieck  mit  stumpfem  Innen- 
winkel 27r,  dessen  eine  Ecke  im  Unendlichen  Hegt.  Durch  geeignete 
lineare  Transformationen 

^  ~  Cs-\-D'        ^~  7/+> 

wird  es  sich  dann  erreichen  lassen,  daß  an  Stelle  der  Halbebene 
c7(^)  >  0  der  Einheitskreis  |^|<1,  und  an  Stelle 
des  Zweiecks  eine  Figur  der  nebenstehenden  Form 
erscheint. 

Entspricht  dem  Mittelpunkt  des  Einheitskreises 
der  Mittelpunkt  der  in  dieser  Figur  erscheinenden 
Kreislinie,  und  ist  außerdem  tv  =  2  -\-  ■  ■  -,  so  ist  die 
Figur  bestimmt,  und  mit  ihr  sind  bestimmt  die  beiden 
Radien  M  und  w.  Der  Satz  ergibt  sich  dann  durch 
dieselbe  Schlußweise  wie  zuvor. 

Es  handelt  sich  nun  also  darum,  die  Abhängigr 

keit  zwischen  den  positiven  Zahlen  31  und  m,  deren  Spielraum  durch 

die  Ungleichungen 


Fig.  2;i. 


(17) 


<m<l  <31<(x> 


bezeichnet  Avird,  wirklich  zu  ermitteln,  sie  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
dem  Innenwinkel  Xtt  an  der  bezeichneten  Figur  darzustellen. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  zunächst  die  angezeigten  Sub- 
stitutionen aus,  indem  wir  die  auftretenden  Konstanten  den  Be- 
dingungen w(0)^0,  tv'(0)  =  l  gemäß  spezialisieren.  Ohne  die  All- 
gemeinheit der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen,  können  wir  dann 
noch  die  weitere  Forderung  stellen,  daß  konjugiert-komplexen  Werten 
von  2  auch  solche  von  tv  entsprechen  sollen.  Damit  erhalten  die  beiden 
Punkte  auf  dem  Einheitskreis,  die  den  Ecken  der  gesuchten  Figur  ent 
sprechen  sollen,  Argumente  der  Form  e'"'  und  e~'f.  Aus  allen  diesen 
Forderungen  zusammen  ergibt  sich,  daß  tv(2)  die  Form 


über  die  Rundungsschranke.  119 

^      ^  ia  +  ib){l-e'^zY+{a-iV){l-e-'fzy 

haben  muß,  und  außerdem,  daß 

a  =  Xsin  qp  {0<qp<;t} 

ist.  Die  Exponentialgrößen  sind  für  |  ^  |  <  1  durch  die  Binomialreihe 
zu  erklären.  Es  handelt  sich  also  jetzt  darum,  die  Abhängigkeit  der 
Größen  (p  und  h  =  h  von  X  zu  bestimmen 

Die  nötigen  Gleichungen  liefert  uns  die  Forderung,  daß  den  drei 
Punkten  z  =  e~^f,  1,  e^^  drei  Punkte  einer  geraden  Linie,  und  den  drei 
Punkten  z  =  &f,  —  1,  e~^f  drei  Punkte  eines  Kreisbogens  mit  dem 
Mittelpunkt  w  =  0  entsprechen  sollen.  Da  für  2  =  &^  und  z  =  e~^f 
sich  konjugiert -komplexe  Werte  von  tv,  und  für  z  =  \  und  z=~l 
reelle  Werte  einstellen,  so  erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen 

{l-e'fy~{l  —  e-'fy-  b 

'        '  '  —  =  m. 


(a  +  ib)  {l  —  e'f}'--ir{a  —  ib){l  —  e'^f } '"         a*  +  b 


(a  +  ib)  {l+e'f  }  '■+  (a  —  ib)  { l-^-e'^'P  ) '"  l/a'  +  ft« 


=  -Jf, 


wobei  (wie  in  der  Figur)  die  erlaubte  Annahme  gemacht  worden  ist, 
daß  das  Bild  des  Punktes  z  =  1  eine  positive  Abszisse  hat.  Da 
nun  aber 

71  — W 

1  —  e      =  2sm  Y^  , 


,v 


1  +  e      =  2cos  ~-e 


ist,  so  lassen  sich  die  letzten  Gleichungen  einfacher  so  schreiben 

sin  X  — — ^- 


,jr  —  qp    ,,     .     ,7t  —  qp         a*  +  &*' 

ffl  cos  /. —  +  0  sin  /, 

2         '  2 


qp 


sin  i 


woraus 


acosr*^-6sin^^~  V^T^^  ' 

2  2 


,  .       .   7t  —  qp  .      Iqp  Xtz 

&  =  a  •  tg  X  — y^ ,        sm  —  =  cos  — 


folgt.     Nunmehr  ergibt  sich 

_  1 
"^  X 


(19)  9^  =  ^^  {Vgl.  Nr.  16}, 
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und 

(20) 

(21) 


a  =  —  X  sin  — , 


h  =  k  sin  Y  ctg  Ä  % , 


m  =  —  M  cos  Xtc  , 


was  sofort  an  der  Figur  bestätigt  wird. 

Hiermit  ist  also  der  Eadius  m  als  Fuviktion  von  M  gefunden. 

Für  31  =  1   folgt  w  =  1.     Läßt  man  31  von  1  bis  oo   wachsen^ 

so  nimmt  m  ab  von  1  bis   zu   dem    schon   gefundenen  Grenzwert  —  • 

Zum  letzten  Lehrsatz  gehört  schließlich  noch  eine  Ergänzung  von 
folgender  Form: 

XVIII.  Es  gibt  eine  zwischen  y  und  1  gelegene  Zahl  fi  von  folgender 
Eigenschaft: 

Wenn  das  Bild  der  Fläche  des  Einheitslireises  z  <  1,  das  durch 
die  Transformation  w  =  z  -\-  ■  •  •  erzeugt  ivird,  ein  einfacher  lionvexer 
Bereich  ist  und  eine  mit  iv  =  0  lonzentrische  Kreisfläche  von  einem 
Badius  7n'  üherdecld,  der  ßleiner  als  Eins  und)  größer  als  ju  ist,  so 
liegt  die  Bildfläche  ganz  im  Endlichen;  sie  iiird  nämlich  unter  allen 
Umständen  überdecJct  von  einem  Kreis  mit  einem  getvissen  Badius  31'. 

Zunächst  erhält  man  den  Radius  (i,  wenn  man  durch  eine  Formel 
des  Typus  iv  =  z  -\-  •  ■  •    die   Fläche    des  Einheitskreises    abbildet   auf 

einen  von  einem  Halb- 
kreis und  zwei  paral- 
lelen Geraden  begrenz- 
>2/i  ten  Bereich,  und  zwar 
so,  daß  die  Mittel- 
punkte beider  Kreis- 
linien einander  ent- 
sprechen. 

Der  Beweis  ergibt  sich  wieder  ans  der  Tatsache,  daß  der  be- 
schriebene Bereich  von  keinem  anderen  ganz  überdeckt  werden  kann, 
der  ebenfalls  durch  eine  der  Transformationen  iv  =  z  -}-  ■  ■  •  erzeugt 
wird.  Ist  der  zweite  Bereich  konvex,  und  geht  er  ins  Unendliche, 
so  muß  der  zugehörige  Radius  m',  der  Radius  des  größten  über- 
deckten und  mit  w  =  0  konzentrischen  Kreises,  kleiner  sein  als  [i, 
sonst  erhielte  man  einen  Widerspruch.  Ist  also  w'>;u,  so  liegt  der 
zugehörige  Bereich  ganz  im  Endlichen,  und  es  muß  einen  Kreis  um 
w  =  0  geben  von  einem  gewissen  Radius  3I\  der  alle  diese  Bereiche 
umfaßt.     Ist  n>'  gegeben  und  >  /i,  so  läßt  sich  auch  31'  bestimmen. 
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Es  wird  nämlicli  durch  eine  Transformation  der  Form  w;  =  ^r  +  •  •  • 
gerade  eine  Figur  der  hier  angedeuteten  Gestalt  bestimmt,  abgesehen 
von  ihrer  Lage  natürlioh.  Ist  die  Abbildung  ausgeführt,  so  kann  iüf' 
aus  der  Figur  abgelesen  werden. 

Die  Zahlen  ^  und  M'  werden  sich 
als  Funktionen  von  m'  hier  wohl  noch 
mit  Hilfe  der  hypergeometrischeu  Reihe 
ermitteln  lassen.  Bei  andern  Sätzen  der 
Art,  deren  es  eine  unbegrenzte  Menge 
gibt,     wird     man     schnell    auf    große  j,.    25. 

Schwierigkeiten  stoßen.  So  liegt  ja  an- 
scheinend auch  die  Sache  bei  den  Sätzen  Koches,  die  wir  in  §  2  mit 
^)^  ß))  t)  bezeichnet  haben,  und  analoge  Fragen  werden  bei  dem 
Gegenstand  offen  bleiben,  der  im  folgenden  Paragraphen  behandelt 
werden  soll.  Es  handelt  sich  dabei  stets  um  den  Nachweis  der 
Existenz  gewisser  reeller  Funktionen  und  Konstanten,  deren  wahrer 
Wert  bis  auf  weiteres  unbekannt  bleibt. 

In  denselben  Kreis  von  Problemen  gehört  auch,  und  zwar  als  das 
erste  Beispiel,  jener  merkwürdige  von  Landau  und  Caratheodory  ge- 
fundene Lehrsatz,  bei  dem  die  Bestimmung  der  dabei  auftretenden 
reellen  Funktionen  ebenfalls  Schwierigkeiten  geboten  hat.  ^) 

Wir  haben  zuletzt  Abbildungsaufgaben  betrachtet,  bei  denen  die 
Forderung  gestellt  wurde,  daß  das  Bild  des  Einheitskreises  konvex 
sein  soD.  Bei  den  Sätzen  Koebes,  die  wir  in  §  2  wiedergegeben 
haben,  wird  die  schwächere  Forderung  gestellt,  daß  der  Bildbereich 
schlicht  sein  soU.  Dasselbe  gilt  von  dem  Lehrsatz  Koches,  den  wir 
im  folgenden  Paragraphen  bringen  wollen.  Dieser  sogenannte  Ver- 
zerr umjssats  kann  wohl  neben  dem  P/carc?schen  Satz  als  eines  der 
merkwürdigsten  Theoreme  der  Funktionentheorie  bezeichnet  werden. 
Er  ist  besonders  durch  die  vielen  Anwendungen  wichtig,  die  von  ihm 
gemacht  werden  können. 

§  15. 
Der  Verzerrungssatz.  ^) 

Wir  beginnen  damit,  einen  Satz  zu  beweisen,  der  als  eine  natür- 
liche   Ergänzung    zum   Satz  y)    des    §  3    (S.  26)    erscheint   und    von 


1)  Siehe  Landau,  Über  den  Picardschen  Satz.  Vierteljahrsschrift  der  Natur- 
forschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  51,  1906.  Ferner  Caratheodory,  Math. 
Ann.  64  (1907),  S.  95,  Rendiconti  Palermo  XXXII  (1911),  Sitzungsber.  d.  Preußi- 
schen Akademie  XXVI  (1911),  S.  587.  Weitere  Literatur  bei  E.  Lindelöf,  Congres 
des  Mathe'matiques  ä  Stockholm,  1909,  S.  112. 

2)  Siehe  Koebe,  Gott.  Nachrichten,  Febr.  1909,  S.  68  ff.  und  besonders  Math. 
Ann.  69  (1910),  S.  46—52.    Vgl.  auch  die  übersichtliche  Darstellung  in  dem  Vortrag.- 
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dem  aus  wir  dann  fast  unmittelbar  zum  Verzerrungssatz  gelangen 
werden. 

Satz  ö).  Es  sei  iv  =  f{z)  eine  im  Bereich  |  ^  |  <  1  reguläre  ana- 
lytische FunJciion,  deren  EntwicMimg  die  Form  iv  =  s  -\-  ■  •  •  hat,  und 
die  eine  l^onforme  Abbildung  der  Kreisfläche  \z\K'^  auf  eisten  schlichten 
Bereich  ^  der  iv-Ebene  vermittelt.  Dabei  geld  die  Kreisfläche  |^|<g'(<l) 
in  einen  Teilbereich  (S  von  Ä  über,  der  den  Punkt  w  =  0  zum  inneren 
und  den  Punli  n-  =  oo  zum  äußeren  Punlcfe  hat.  Dieser  Bereich  @ 
liegt,  'wie  auch  im  übrigen  die  Funldion  f{z)  gewählt  sein  mag,  stets 
im  Inneren  eines  Kreises,  dessen  Radius  nur  vo)i  q  abhängt: 

\w\<G. 

Im  Satze  y)  war  enthalten,  daß  der  Bereich  ©  notwendig  eine 
Kreisfläche  \w\<ig  von  nicht  verschwindendem  Radius  überdecken  muß, 
daß  also  der  Rand  Yon  ©  nicht  beliebig  nahe  an  den  Nullpunkt 
heranreichen  kann.  Jetzt  wollen  wir  zeigen,  daß  sich  die  Begrenzung 
auch  nicht  beliebig  weit  vom  Nullpunkt  entfernt.  Zum  Nachweis 
wird  hier  gerade  so  wie  bei  den  Sätzen  a),  ß),  «*)  und  /i*)  eine 
mehrblättrige  Hilfsfläche  eingeführt,  die  die  Bereiche  @  enthält. 

Zunächst  werden  wir  ohne  Einbuße  an  Allgemeinheit  annehmen 
dürfen,  daß  sich  die  Funktion  f\z)  auch  noch  auf  der  Peripherie  |^|  =  1 
des  Einheitskreises  regulär  verhält.  Wir  können  das  nämlich  stets 
durch   eine  Ahnlichkeitstransformation   erreichen,   die  auf  die  z-  und 

w-Eihene   gleichzeitig  ausgeübt  wird:   z*^Xz,  iv*  =  Xw  \l  <^  X  K      \. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  das  Bild  des  Kreises  1-^1=1  eine  regu- 
läre analytische  Linie,  die  sich  selbst  nicht  schneidet  und  den  Punkt 
tv  =  0  einmal  umschlingt. 

Ein  diesem  Nullpunkt  zunächst  gelegener  Punkt  k  der  Begren- 
zung K  von  Ä  hat  vom  Nullpunkt  eine  Entfernung,  die  kleiner  ist  als 
Eins,  |Ä:|<1.  Aus  der  gegenteiligen  Annahme  leitet  man  nämlich 
leicht  einen  Widerspruch  ab,  z.  B.  unter  Verwendung  der  Entwicklungs- 
konstanten der  Greenschen  Funktionen  für  tv  =  0  als  Unstetigkeits- 
stelle  (vgl.  §  3),  oder  auch  in  folgender  Art.    Bilden  wir  die  Funktion 

IV*  =  :^rz^ ,  die  in  der  Kreisfläche  \z\  <C  l  durchweg  regulär  ist.     Aus 

der  Annahme  |/'(^)|>  1  für  l^;]  =  1  würde  folgen,  daß  ^w*\  <  1  sein 
müßte   im  Bereich   |  ^  j  <  1 ,   weil   der    absolute  Betrag  seinen  größten 

W^ert  auf  dem  Rande  annimmt.  Daraus  würde  sich  aber  j   -    j  =  |/"(0)|  >  1 


ergeben,  während  wir  doch  /"(0)  =  1  annehmen. 


z  =  0 


Über  die  konforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  Bereiche.  Jahresb. 
der  Deutschen  Math.  Ver.  19.  Bd.  (1910)  S.  339—348,  bes.  S.  347,  348,  wo  noch 
weitere  Literatur  angegeben  ist. 


Verzerrungssatz. 


123 


Wir  ziehen  nun  vom  uueigentlichen  Punkt  u:  =  oo  aus  bis  zum 
Punkt  tv  =  k  eine  etwa  aus  geradlinigen  Stücken  zusammengesetzte 
Linie  L,  die  nicht  ins  Innere  des  Bereiches  ü  eindringt,  und 
suchen  ihren  ersten  Schnittpunkt  mit  dem  Kreis  w\  ==  1.  Da  eine 
Drehung  um  den  ^Anfangspunkt  für  unsere  Untersuchung  ohne  Be- 
deutung ist,  so  können  wir  diesen  Schnittpunkt  in  den  Punkt  tv  =  1 
verlesfen.  Das  Stück  der  Linie  L  zwischen  iv  =  oo  und  w  =  1 
nennen  wir  /. 

Nunmehr  bauen  wir  uns  die  Riemannsche  Fläche  auf  für  die 
Funktion  log  (w  —  1),  eine  unendlich  vielblättrige  Fläche,  die  in  den 
beiden  Endpunkten  der  Kurve  l  Windungspunkte  von  unendlich  hoher 
Ordnunsr  hat.  Je  zwei  aneinander  stoßende  Blätter  der  Fläche  denken 
wir  uns  längs  l  zusammen- 
geheftet. Wir  greifen  ein  be- 
liebiges  Blatt  heraus,  nennen 
es  das  „erste"  und  denken  uns 
den  Bereich  Ä  und  seinen 
Teilbereich  @  darin  gelegen. 
Von  diesem  ersten  Blatt  aus 
laufen  wir  einmal  im  posi- 
tiven Sinne  um  den  Einheits- 
punkt IV  =  1  herum  und  kom- 
men dadurch  ins  „zweite'" 
Blatt  der  Fläche.  Dieses 
schlitzen  wir  auf  durch  einen 
geradhnigen  Schnitt  vom 
Punkte  tv  =  0  bis  zum  Punkt 

^v  =  1.  Dadurch  ist  aus  der  Riemannschen  Fläche  des  Logarithmus 
eine  berandete,  einfach -zusammenhängende  Fläche  %  entstanden,  die 
den  Bereich  Ä  umfaßt. 

Setzen  wir  jetzt  zunächst  log  iv  =  iv*,  so  wird  die  Fläche  %  über 
der  tv-Ehene  abgebildet  auf  die  schlichte  «t*- Ebene,  die  von  einem 
im  Endlichen  liegenden  Punkt  geradlinig  bis  zum  uneigentlichen 
Punkt  aufgeschnitten  ist.  Durch  Anwendung  einer  Quadratwurzel 
können  wir  diesen  Bereich  auf  die  Halbebene  und  dann  weiter  durch 
eine  lineare  Substitution  auf  den  schlichten  Einheitskreis  'TF|<1 
einer  TF-Ebene  abbilden.  Durch  Zusammensetzung  dieser  drei  Trans- 
formationen finden  wir  schließlich  eine  konforme  Abbildung  W=W(w) 
der  Riemannschen  Fläche  %  auf  die  Kreisfläche  IF|  <  1,  und  wir 
können  diese  Abbildung  so  einrichten,  daß  dem  Punkt  w  =  0  des 
ersten  Blattes  von  H  der  Punkt   W=  0  zugeordnet  wird. 

Fassen  wir  endlich  auch  noch  die  Abbildungen  z  — >-  ic  und 
w — >■  TF  zusammen,  W=W{fX3)),  so  geht  hierbei  der  Bereich  |^|  <  1 
in    einen   Teilbereich    der   Kreisfläche    |  TF  |  <  1    über   und   die   beiden 

Study,  Geometrie  II.  9 


Flg.  26. 
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Nullpunkte  £  =  0,  iv  =  0  entsprechen  einander.  Es  bestehen  daher 
die  Beziehungen 

\W{f{0))\<l     für      ^1^1 
und 

Tr(/-(^))  =  0     für        ^  =  0. 

Betrachten  wir   nun   die  Funktion  — ^ —     •      Sie    ist    im   Kreise 

z 

1^1  <  1  überall,  auch  im  Nullpunkt  regulär  und  auf  dem  Rande  sind 
ihre  absoluten  Beträge  kleiner  als  Eins.  Es  ist  also  nach  der  schon 
früher  (S.  20)  angewandten  Schlußweise 


und  daher 


TTACä)) 


<1     für     \z\<\ 


WiS{z))\<q     für     \z\^(l. 


In  der  ^^--Ebene  entspricht  der  Kreisfläche  |  W  |  <  g  ein  im  End- 
lichen liegendes  Gebiet,  das  den  Bereich  ®  umfaßt.  Wir  wollen  es 
durch  einen  Kreis  \w\^=  G  einschließen.  Die  Fläche  w\  <  (r  dieses 
Kreises  enthält  aber  alle  möglichen  Bereiche  ©  in  ihrem  Inneren,  da 
ihre  Konstruktion  von  der  besonderen  Wahl  der  Funktion  f{z)  un- 
abhängig ist. 

Damit  ist  für  die  im  Satze  6)  ausgesprochene  Behauptung  der 
Nachweis  erbracht. 

Aus  dem  Satze  (5)  folgt  in  einfacher  Weise  der  Verzerrungssatz, 
zunächst  in  einer  speziellen  Form. 

^atz  *).  ^s  hezeichne  w  =  fi/)  eine  im  Kreise  \z  <,1  reguläre 
analytische  Funktion  von  z,  die  eine  Abbildung  diese  Kreisfläche  auf 
einen  schlichten  Bereich  der  w-Ebene  vermittelt.  Sind  dann  z^  und  z^ 
irgend  zwei  PtmJde  der  KreisfläSie  \z\<iq  <il,  so  läßt  sich  stets  eine 
positive  ZaJd  Q  finden,  so  daß  für  alle  Fiinldionen  f(z)  die  Ungleichungen 
gelten 


<  ^-^^'^ 


Wir  können  beim  Beweis  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
für  die  Entwicklung  von  f[z)  die  Form  annehmen  iv  =  z  -]r  •  ■  ■  und 
überdies  voraussetzen,  daß  sich  /'(^)  auch  noch  auf  dem  Kreise  ^;|  =  1 
regulär  verhalte.  Durch  geeignet  gewählte  Ahnlichkeitstransformationen 
kann  man  ja  immer  beides  erreichen.  Unsere  Aufgabe  besteht  dann 
darin,  die  Existenz  zweier  positiver  Schranken  Q^  und  Q^  nachzuweisen, 
so  daß  immer 

Q.<\f\^)\<Q2 

ist  für 

\z\<q. 


VerzerruDgssatz.  125 

Wir    schlagen    um    den   Punkt   ^  =  0    einen   Kreis    \z\  =  q_',    der 
zwischen    den    Kreisen    \z   =^    und    i^|  =  1     verläuft     {9'<2'<1}. 
Nach  unseren  Sätzen  y)  und  ö)  ist  dann 

g<\f{z)\<G     für     1^1  =  g'. 

Bekanntlich  aber  gilt  für  f'{z)  die  Integraldarstellung  ^) 

wobei  die  Integration  über  den  Kreise  \z\  =3'  zu  erstrecken  ist.  Dem- 
nach ergibt  sich  mittels  unserer  letzten  Ungleichung  die  Absehätzung 

Damit  ist  eine  obere  Schranke  gefunden. 

Hieraus  folgt  aber  auch  die  Existenz  einer  unteren  Schranke  Q-^. 
Man  kann  nämlich  jeden  Punkt  z  der  Kreisfläche    z\<.(l  durch  eine 

Folge  von  r  gleich  großen  Kreisscheiben  etwa  mit  dem  Radius  -  (1— 3) 

derartig  mit  dem  Anfangspunkt  ^  =  0  verbinden,  daß  z  der  Mittel- 
punkt der  ersten  Scheibe  wird,  daß  jede  folgende  Scheibe  den  Mittel- 
punkt der  vorhergehenden  überdeckt  und  daß  die  r-te  Scheibe  den 
Nullpunkt  z  =  ^  enthält.  Die  ganze  Zahl  r  kann  man  dabei  fest 
wählen 

^-^    <r  <  r-^-  -f-  1. 
1  —  2  —  1-2 

Auf  jede  dieser  Scheiben  kann  man  nun  die  gefundene  Abschätzung 
anwenden,  wenn  man  sich  durch  Einführung  geeigneter  Ahnlichkeits- 
transformationen  von  unwesentlichen  Einschränkungen  befreit.  Wir 
finden  so  für  die  erste  mit  dem  Mittelpunkt  z,  die  den  Mittelpunkt  z^ 
der  zweiten  enthält, 

.    !r(^i)i<^2-ir(^)i- 

Hierbei  ist  die  positive  Schranke  Q^  wieder  nur  von  q  und  nicht  von  f 
abhängig.    Bezeichnen  wir  die  Mittelpunkte  der  folgenden  Scheiben  mit 

^2,  ^3,  .  .  .,  ^^.,  so  finden  wir  weiter  ebenso 

!r(^2)i<?2-ir(^i)i, 

\f\^-^\<Q,-\f\h% 


ir(o)  <Q,-  nz;), 


1)  Siehe  etwa  Osgood,  S.  253. 
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Es  ist  also 

r(o)  <Q',^'-\f'{^)\, 

oder  da 

ir(o)  =  1 

angenommen  worden  ist, 

Es   ist   somit   auch   einö   untere   Sehranke   ermittelt   und   daher   unser 
Satz  2  vollständig  bewiesen. 

Es  liegt  folgende  Vei-allgemeinerung  nahe: 

XIX.  {Verzerr uiifjssfd^,)  Es  sei  33  ein  schlichter,  einfach- su- 
sammenhängender  Bereich  der  z-Ehcne,  der  ganz  im  Endlielien  gelegen 
ist.  33i  sei  ein  Teilhereich  von  ^-8,  der  mit  Einschluß  seiner  Begrenzung 
nur  aus  inneren  Punkten  von  93  hesteld.  Wenn  dann  die  analytische 
Funktion  f  [z)  ^ auf  einen  schUcliten  Bereich  S  abbildet,  der  den  un- 
eigentlichen Punkt  w  =  oc  nicht  enthält,  so  besteht  für  den  Quotienten 
aus  den  Verzerrungsverhältnissen  \f'{z^)\  und  \f'{z^\  an  zw  ei  beliebigen 
Stellen  z^  und  z^  von  ^^  eine  Beschränkung 

die  unabhängig  ist  von   der  besonderen   Wahl   der  Funktion  f{z)   und 
nur  durch  die  Form  der  Bereiche  93,  93^  bestimmt  ivird. 

Ohne  eine  wesentliche  Einschränkung  einzuführen,  können  wir 
die  Voraussetzung  machen,  daß  der  Bereich  ©  von  einer  endlichen 
Zahl  analytischer  Kurvenstücke  begrenzt  wird.  Nach  dem  Funda- 
mentalsatz II  (S.  10)  können  wir  ferner  93  auf  den  schlichten  Einheits- 
kreis einer  ^"- Ebene  abbilden,  wobei  93^  in  einen  Teilbereich  93^* 
diesem  Kreises  übergeführt  wird,  so  daß  wir  5öi*  noch  durch  einen  Kreis 

.^*|  =  o<  1  umschließen  können.  Die  Funktion  i  -,- 

'      -*  \  dz 

Funktion  auf  dem  Rande  von  93^  ihr  Minimum  X,  und   diese  Zahl  A 

.  .  .  dz*    . 

muß  positiv  sein,  da    ^  im  Innern  von  93  nicht  verschwinden  kann. 

dz* 
dz 


erreicht  als  stetige 


Stelleu  wir  das  Maximum  von 


auf  dem  Rande  von  Sj  durch  das 


Zeichen  A  dar,  so  finden  wir  aus  der  Gleichung 

/div\        .         /div\  _  /dz 

\dl)z=2^  ^  \dz*)z*  =  z^*  '  \di 
ldw\  /dw\  /dz 


/dw\  /div\  _  /d2*\ 

\dz}z=zi  _  \dz*)z*  =  zj,*  '  \dz)z=2i 
/dw\  ~  /dw\  _  /dz*\ 

\dz)z  =  zt        \dz*/i*  =  ij*  '  \dz/t  =  z^ 
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zufolge   des   Satzes  s),  wenn   wir   die   darin   auftretende   reelle   Größe 
£       mit   Q*  bezeichnen, 


1    l 


< 


<Q* 


Damit  ist  der  Satz  XVII I  vollständig  bewiesen. 

Durcb  eine  ähnliche  Schlußweise  wird  man  leicht  bestätigen,  daß 
es  nicht  notwendig  ist,  den  Bereich  33  als  einfach-zusammenhängend 
vorauszusetzen. 

Auch  bei  dem  in  diesem  Paragraphen  behandelten  Gegenstand 
bleibt  die  Frage  nach  den  Werten  gewisser  reeller  Funktionen  offen. 
So  wäre  anschließend  an  Satz  s)  die  obere  Grenze  des  Quotienten 
Ifi^i)  '•  f'i^s)     ^^^  Funktion  des  Radius  q  zu  berechnen. 

Mit  Hilfe  des  Yerzerrungssatzes  läßt  sich  der  in  §  8  aufgestellte 
Lehrsatz  Nr.  7  (S.  66)  sehr  leicht  begründen.  Wir  verdanken  diesen 
schönen  Beweis  einer  brieflichen  Mitteilung  von  P.  Koebe. 

Man  lasse  vom  Punkte  t,  Kreissehnen  ausgehen,  die  (z.  B.)  unter- 
einander gleiche  Winkel  bilden,  und  konstruiere  gleichzeitig  eine  Folge 
von  Kreisen  mit  t,  als  Mittelpunkt, 
deren  Radien  eine  geometrische  Pro- 
gression bilden.  Dann  entsteht  zwischen 
zweien  der  Seimen  eine  Folge  unterein- 
ander ähnlicher  Vierecke  1,  2,  3,  .  .  ., 
die  sich  schließlich  auf  den  Punkt  t,  zu- 
sammenziehen (siehe  Fig.  27),  und  diese 
Vierecke  sind  in  größere  ebenfalls  unter- 
einander ähnliche  Vierecke  eingeschlossen 
(deren  eines  in  der  Figur  schraffiert  ist). 

Diese  größeren  Vierecke  1',  2',  3',  .  .  .  kann  man  nun  alle  zugleich 
derart  auf  eine  Kreisfläche  Ä*  konform  abbilden,  daß  die  in  ihnen 
enthaltenen  Vierecke  1,  2,  3,  .  .  .  identische  Bilder  erhalten.  Aus 
dem  Verzerrungssatz  folgt  nun,  daß  bei  Abbildung  der  Kreisfläche  ^ 
auf  den  Bereich  SS  die  Verzerrung  der  Vierecke  1,  2,  3,  .  .  .  sich  in 
endlichen  Grenzen  hält.  Andererseits  müssen  die  Fläcbeninhalte  der 
Bilder  dieser  Vierecke  in  53  schließlich  gegen  Null  konvergieren. 
Diese  Bildvierecke  können  also  in  Kreise  eingeschlossen  werden,  deren 
Radien  ebenfalls  o-egen  Null  konvergieren,  wenn  man  den  Punkt  t 
approximiert.    Damit  hat  man  den  behaupteten  Satz. 

Offenbar  hängt  die  angewendete  Scblußweise  nur  davon  ab,  daß 
der  Punkt  t,  auf  mehr  als  eine  Art  geradlinig  erreicht  werden  kann; 
wo  immer  ein  Punkt  ^  auf  der  Grenze  eines  Bereichs  diese  Eigen- 
schaft hat,  ergibt  sich  die  entsprechende  Folgerung  (vgl.  Lehrsatz  VIII, 
S.  68). 


Fig.    27. 
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Es  sei  hier  noch  auf  einige  andere  Amcenclungen  des  Verzerrungssatzes 
hingewiesen. 

Wir  haben  die  Frage  behandelt,  ob  man  durch  eine  analytische  Funktion 
von  der  Form 

0 

die  Kreisfläche  z\<^\  auf  ein  beliebig  vorgeschriebene.^  «-Eck  konform  abbilden 
kann  (vgl.  §  11,  S.  85).  Btei  einer  eineindeutigen  und  stetigen  Abbildung  bleibt 
nun,  wie  erst  ganz  neuerdings  von  Brouicer  bewiesen  worden  ist,  die  Dimensionen- 
zahl erhalten.  Dieser  wichtige  Satz  bildet  die  Grundlage  für  die  sogenannte 
Methode  des  Konstantenzählens,  die  bei  vielen  geometrischen  Fragen  in  ein- 
fachster Weise  notwendige  Bedingungen  für  die  Existenz  gewisser  Figuren  oder 
Zuordnungen  liefert.  So  ergibt  auch  hier,  wie  wir  schon  früher  bemerkt  haben, 
die  Abzahlung  der  Konstanten,  daß  die  gewünschte  konforme  Abbildung  nicht 
von  vorn  herein  unmöglich  ist.  Natürlich  ist  von  dieser  elementaren  Abzahlung 
bis  zum  Existenzbeweis  noch  ein  weiter  Weg.  Versucht  man  von  der  Konstanten- 
zählung ausgehend  den  Existenzbeweis  zu  erbringen,  so  kommt  man  zu  Stetig- 
keitsbetrachtungen, deren  strenge  Durchführung  mit  erheblichen  Schwierigkeiten 
verknüpft  ist. 

Koebe  hat  nun  kürzlich  mitgeteilt,  daß  es  ihm  mit  Hilfe  seines  Verzerrungs- 
satzes gelungen  sei,  diese  Schwierigkeiten  in  recht  einfacher  Weise  zu  über- 
winden. Diese  Kontinuitätsmethode  Koebes  ist  aber  auch  noch  auf  zahlreiche 
andere  Probleme  der  konformen  Abbildung  mit  Erfolg  anwendbar. 

Die  Grundlage  der  vorangehenden  Betrachtungen,  die  sich  fast  ausschließ- 
lich auf  einfach-zusammenhängende  Bereiche  beziehen  —  nur  zu  Hilfsbetrach- 
tungen haben  wir  gelegentlich  auch  mehrfach-zusammenhängende  eingeführt  — , 
bildet  der  Fundamentalsatz  E  (S.  10).  Werfen  wir  nun  auch  einen  Blick  auf 
einen  Gegenstand,  der  außerhalb  unseres  Themas  liegt.  Es  gilt  nämlich  auch 
für  mehrfach-zusammenhängende  Bereiche  ein  völlig  analoger  Abbildungssatz. 

Geben  wir  zuerst  eine  Erklärung  für  den  Begriff'  des  n-faeh  zusainmen- 
hängenden  Bereichs,  indem  wir  uns  der  Kürze  halber  auf  schlichte  Bereiche 
beschränken.  Man  kann  etwa  so  sagen:  Ein  Bereich  (das  heißt  nach  unseren 
Festsetzungen  eine  nur  aus  inneren  Punkten  bestehende  zusammenhängende 
Punktmenge)  auf  der  schlichten  Riemannschen  Kugelfläche  hängt  «-fach  zu- 
sammen, wenn  alle  Punkte  der  Kugel,  die  dem  Bereich  nicht  augehören,  auf  n 
und  nicht  mehr  abgeschlossene  Punktmengen  verteilt  werden  können  (F.  Haus- 
dorff'.  Bestehen  die  einzelnen  Bestandtteile  dieser  ,, Restmenge"  des  Bereichs 
insbesondere  aus  getrennten  Kreisscheiben  oder  einzelnen  Punkten,  so  spricht 
man  von  einem  Kreisbereich,  unter  diesen  Voraussetzungen  gilt  der  folgende 
Lehrsatz: 

Jeder  sehlichte  n-fach-zusammenhängende  Bereich  läßt  sich  auf  eine  und,  ab- 
gesehen von  linearen  Substitutionen,  auch  nur  auf  eine  Weise  eineindeutig,  stetig 
tind  eigentlich-konform  auf  einen  Kreisbereich  abbilden.  Dieser  Kreisbereich  darf 
aber  nicht  willkürlich  vorgeschrieben  werden,  sondern  er  ist  bis  auf  lineare 
Substitutionen  eindeutig  bestimmt.  Hieraus  ergibt  sich  nebenbei  3(n  —  2)  als 
Zahl  der  reellen  absoluten  Invarianten  (Moduln)  unseres  Bereichs  für  w]>2, 
während  sich  für  n  =  2  eine  einzige  Invariante  findet. 

Dieser  fundamentale  Äbbildungssatz  für  mehrfach  zusammenhängende  Be- 
reiche ist  zuerst  von  Koebe  mittels  seines  iteriercnden  Verfahrens  bewiesen  worden. 
Darunter  ist  folgendes  zu  verstehen.  Nehmen  wir  etwa  an,  der  abzubildende 
Bereich    werde  von  n  Jordanischen  Kurven  begrenzt.    Der  Bereich  selbst  bestehe 
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aus  allen  Punkten  der  schlichten  Kugelfläche,  die  „außei-halb"  dieser  n  Linien 
liegen.  Man  gehe  nun  so  vor.  Man  bilde  zuerst  das  Äußere  der  ersten  Jordan- 
schen  Kurve  auf  das  Äußere  eines  Kreises  konform  ab,  was  nach  dem  Funda- 
mentalsatz II  möglich  ist.  Dadurch  wird  erreicht,  daß  wenigstens  eine  Grenz- 
linie in  einen  Kreis  übergeht.  Man  übe  nun  dieselbe  Operation  auf  das  Bild 
der  zweiten  Grenzlinie  aus  und  lasse  sich  davon  nicht  durch  die  Erkenntnis 
zurückschrecken,  daß  dabei  die  erste  Begrenzung  ihre  Kreisgestalt  wieder  ein- 
büßt. Eine  Begrenzungslinie  nach  der  andern  führt  man  so  in  einen  Kreis  über, 
und  wenn  man  dabei  mit  allen  n  Linien  fertig  geworden  ist,  so  fängt  man  mit 
der  ersten  wieder  von  vorne  an. 

Hält  mau  bei  dieser  unendlichen  Folge  konformer  Abbildungen  einen  Punkt 
des  Bereichs  und  die  durch  ihn  gehenden  orientierten  Linienelemente  fest,  so 
konvergiert  die  unendliche  Folge  der  Abbildungsfunlitionen  gleichmäßig  wie  eine 
geometrische  Reihe  gegen  eine  analytische  Funktion,  welche  die  gewünschte  Ab- 
bildung auf  einen  Kreisbereich  leistet.  Der  Konvergenzbeweis  gelingt  mit  Hilfe 
des  Verzerrungssatzes  und  des  Integralsatzes  von  Cauchy. 

Hierbei  kommt  man  auf  folgende  seltsame  Tatsache.  Es  sei  ein  schlichter 
w-fach-zusammenhängender  Bereich  von  n  regulären  analytischen  Linien  begrenzt. 
Dieser  Bereich  soll  folgende  Eigenschaft  haben.  Spiegelt  man  ihn  an  irgend- 
einer seiner  Randlinien,  so  soll  der  gespiegelte  Bereich  mit  dem  ursprünglichen 
zusammengenommen  wieder  einen  schlichten  Bereich  ergeben  (der  dann  2{n — 1)- 
fach  zusammenliängt).  Führt  man  diese  analytische  Spiegelung  an  allen  n  Rän- 
dern durch,  so  erhält  man  durch  Anheften  aller  n  gespiegelten  Bereiche  einen 
schlichten  Bereich  mit  h(w  —  1)  Rändern.  Von  diesem  neuen  Bereich  verlangen 
wir,  daß  er  dieselbe  Spiegelungsfähigkeit  habe  wie  der  erste,  das  heißt  die  aus 
ihm  durch  Spiegelung  an  seinen  analytischen  Randlinien  gewonnenen  Bereiche 
sollen  sich  wiederum  schlicht  an  ihn  anreihen.  Ist  nun  dieser  Prozeß  ins  Un- 
endliche fortsetzbar,  so  war  der  ursprüngliche  Bereich  und  daher  auch  jeder 
folgende  ein  Kreisbereich.    Man  kann  dieses  Ergebnis  kurz  so  ausdrücken: 

Jeder  n-fach-ziisaminenluingende  schlichte  Bereich,  der  unbegrenzt  spiegelungs- 
fähig ist,  ist  noticeiidig  ein  Kreishereich.  Durch  die  unbegrenzt  fortgesetzte 
Spiegelung  entsteht  eine  schlichte  Bedeckung  der  ganzen  Ebene  mit  Ausschluß 
von  unendlich  vielen  Punkten,  deren  Menge  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  hat. 
Nur  im  Falle  n  =  2  bekommt  man  nur  zwei  solche  Grenzpunkte  und  im  Falle 
w  ==  1  gar  keinen. 

Man  sieht  jetzt  deutlich  den  Sinn  des  iterierenden  Verfahrens:  Es  wird 
dabei  die  Spiegelungsfähigkeit  des  Bereichs  stufenweise  erhöht.  In  der  Grenze 
erhält  man  einen  unbeschränkt  spiegelungsfähigen  Bereich,  also  nach  dem  letzten 
Satze  einen  Kreisbereich. ') 

Wir  merken  schließlich  noch  einen  weiteren  Satz  an,  der  sich  mit  Koebes 
Kontinuitätsmethode  beweisen  läßt: 

Ein  jeder  n-fach-zusammenhängende  schlichte  Bereich  der  Ebene  kann  stets 
auf  einen  anderen  schlichten  Bereich  abgebildet  icerden,  dessen  Begrenzung  von 
n  geradlinigen  Schlitzen  ttiit  vorgesc/ii'iebener  Richfung  gebildet  wird. 

Zu  den  geradlinigen  Schlitzen  mit  gegebener  Richtung  sind  hier  auch  bloße 
Punkte  zu  rechnen,  die  ja  als  Grenzfälle  solcher  Schlitze  angesehen  werden  können. 


1)  Die  Gegenstände,   über  die  hier  berichtet  worden  ist,  behandelt  Koebe 
in  den  Mathematischen  Annalen  (1909 — 1912). 
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§  10. 
Beispiele. 

Einige  der  vorgetragenen  Lehrsätze  wollen  wir  jetzt  noch  durch 
Beispiele  erläutern.  Wir  wählen  die  aUereinfachsten,  die  ja  mitunter 
die  lehrreichsten  sind.  J'reilich,  die  man  zunächst  bilden  wird,  scheinen 
viel  Bemerkenswertes  nicht  darzubieten:  Nimmt  mau  die  Stützwinkel- 
funktion als  analytisch  an  und  wählt  man  die  Differenz  S  —  ■9-  gleich 
einer  der  elementaren  periodischen  Funktionen,  setzt  man  also  zum 
Beispiel 

&  =  %■  ^  c-Bmn%-  {«  =  1,2,...}, 

so  findet  sich 

IV  =  /  &'-"  dz, 


0 


und  durch  diese  Funktion  wird,  wenn  Icl  < —  ist,  die  Fläche  des  Ein- 

heitskreises   abgebildet    auf  einen  Bereich  elliptischen   Charakters  mit 
transzendenter  analytischer  Begrenzung. 

Größeres  Interesse  bietet  wohl  eine  Kategorie  von  Beispielen,  zu 
denen  man  kommt,   wenn  mau  von  folgender  Bemerkung  ausgeht: 

Auf  jeder  Kreislinie,  die  die  Stelle  ^  =  0  enthält  und  ebenda  durch 
einen  Schnitt  unterbrochen  ist,  ändert  sich  der  imaginäre  Bestandteil 
der  Funktion  lg  2  proportional  dem  Bogen,  und  zuar  ivächst  er  bei 
vollständigem   Umlauf  im  positiven  Sini/e  um  den  Betrag  in}) 

Wir  betrachten  statt  der  Funktion  lg  z  eine  andere,  die  an  der 
Stelle  z  =  1  unstetig  wird  und  sich  im  übrigen  gerade  so  verhält. 
Der  Funktionswert  möge  für  ^^  =  0  die  Null  sein,  und  von  da  aus 
im  Inneren  des  Einheitskreises  bis  zu  dessen  Peripherie  fortgesetzt 
werden.     Man  erhält  dann  für  z  ^  t,  ^  e^^ 

(1)  3  lg  (1  -  e)  =  -  arctg  j  ^°^^  { ^  ^  0  mod.  2;r } 


1)  Setzt  man  s^=x-\-iii  und  \g  z  ^  u  -\-  iv,  so  erhält  man  bei  Deutung 
von  X,  2/,  V  als  Cartesischen  rechtwyikligen  Koordinaten  einen  bekannten 
Lehrsatz': 

Der  Durchschnitt  einer  gemeinen  Schranbenfläche  und  eines  Botationszylinders, 
für  den  die  Achse  der  Schraubenfläche  eine  Erzeugende  ist,  ist  eine  gemeine 
Schraubenlinie  von  der  halben  Ganghöhe  der  Schraubenflüche. 
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und 


(2) 


5ig(i-0-|  +  | 


|-^Lim,?lg(l  -2)> 


51g(l-9  =  f-| 

was  durch  die  nebenstehende  Figur  erläutert 
wird.  Daher  ist,  beispielsweise,  wenn  die 
früher  mit  Bq  bezeichnete  willkürliche  Kon- 
stante gleich  Null  gesetzt  wird, 

(3)  0  =  ^  +  cc7  1g(l-e) 

bei  reellem  c  die  Stützwinkelfunktion  eines 
einfachen  Bereichs,  und  zwar  hat  man 


{-7r^^<0}, 
{ Lim  ^  =  1 ;  -^=  0 } , 


(4) 


0=1+  —  =  const., 


außer    an    der    Stelle    9-^0    mod.  27t,    bei  Fig.  28. 

deren  Überschreitung  &  um  den  Betrag  c  •  n 

abnimmt.     Zur  Bestimmung    der   zugehörigen   Funktion  w^s)   dienen 
jetzt  die  Gleichungen 


tV  =  2  -\-  •  •  -,      C  •  cf  lg{l  —  z)  =  ^  Igw' 

woraus  sich  w  unzweideutig  berechnen  läßt: 


(5) 
(6) 


tv  = 


1+C 


=  ^  + 


w 


=lgf---+ 


{k<i}, 

[c=-l}. 


In    beiden   FäUen   wird    die    Stützwinkelfunktion    zum    Bilde    des 
Kreises  z  =  Pie^^  begeben  durch 


(7) 


®iß;  ^)  =  ^  -  c  •  arctg  ,  ^^^^  ^ 
^     ^     ^  »  1  —  i?  cos  * 


woraus  noch,  bei  Differentiation  nach  >0-, 

i?COB«'  —  Ä* 


&[B;  %■)  =  1 


c  ■  -- 


l  —  2Bcos&-\-R^ 


{^<1}, 


B<1] 


(8) 
folgt. 

Man  erhält  hiernach  als  Bilder  der  Kreise  \2  =  B  {B^l) 
algebraische  und  zwar  rationale  Kurven,  wenn  c  eine  von  —  1  ver- 
schiedene rationale  Zahl  ist.    Insbesondere  ist  das  Bild  des  Einheits- 
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kreises  unter  derselben  Bedingung  eine  sogenannte  Sinusspirale}) 
Führt  man  nämlich  in  der  2-  und  ^6-Ebene  Polarkoordinaten  q,  9?, 
^*,  (p*  ein  durch  die  Formeln 

1  —2  =  Qe'f, 
1  —  (1  +  c)tv  =  9*e»>*, 
so  erhält  man  an   Stelle  von  (5) 

das  Bild  des  Einheitskreises  \z  =1  oder  q  =  2  cos  cp  wird  durch  die 
Gleichung  dargestellt 


j*i+c  ^  2  cos 


i  +  c 

Das  ist  aber  die  Gleichung  einer  Sinuspirale  in  Polarkoordinaten. 

Der  Bildbereich  des  Einheitskreises  ist  schlicJit,  wenn  die  Stütz- 
winkelfunktion   keinen    zu    großen    Sprung    macht,    genauer,     wenn 

—  2<Cc<i2    ist.      Der  Bildbereich   liest   ganz   im   Endlichen,    wenn 

—  1  <C  c  ist.  Er  ist  konvex,  wenn  —  2  ^  c  ^  0  ist.  Dann  also  ist 
der  Konvergenzkreis  der  Potenzreihe  (5)  oder  (6)  zugleich  die 
Rundiingsschranke,  ausgenommen  natürlich  den  Fall  c  =  0.  Hiervon 
abgesehen   ist   die  liundungsschranke  gegeben  durch  die  Gleichungen 

{0<c} 

(9)  i?o=      1  {-2£c<0}, 

{c£-2}. 

Nützlich  ist  auch  die  Bemerkung,  daß  die  verschiedenen  Werten 
des  Parameters  c  entsprechenden  «-Funktionen  paarweise  durch  lineare 
Transformation  zusammenhängen.  In  dieser  Beziehung  stehen  die 
Fälle  c  ==  c^  und  c  =  c^,  wenn 

(10)  Cj  +  C2  =  -  2. 

Der  Sachverhalt  wird  anschaulicher  werden,  wenn  wir  nunmehr 
einige  besondere  Abbildungsfiguren  betrachten. 

I.    e  =  -  2.  u'  = 


Ro  = 

1  +  c' 

i?o  = 

1 

Rq-= 

1 
1  +  c 

1  —  z 

Die   Stützwinkelfunktion    zum   Bilde    des   Einheitskreises '  ist    ab- 
teilungsweise konstaut.     Ihre  Haupt  werte  sind 

&  =  —  7C  {-:t^'^<0}, 

0=       0  {^  =  0}, 

1)  Siehe  Loria,  Ebene  Kurven,  I.  Bd.,  Leipzig  1910,  S.  468  flP. 
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Dies   wird   veranscliaulicht  durch  die  Figur  29,    in  die  außerdem 

noch  die  zum  Bilde  des  Kreises  jR  =  —  gehörige  Stützwinkelfunktion 

oder  vielmehr  die  ihr  entsprechende  Kurve  eingetragen  ist.  ^) 

Die  zugehörige  Abbildung,  die  der  Fläche  des  Einheitskreises 
die  früher  schon  betrachtete  Halbebene  zuordnet,  wird  durch  Fig.  30 
veranschaulicht. 


Fig.  29 


IL   c  =  -4 


w  = 


=  ^fc-) 


Das  Bild  der  Stützwiukelfunktion  sieht  jetzt  so  aus  (Fig.  31). 

Das  Innere  des  Einheitskreises  wird  abgebildet  auf  das 
Innere  des  einen  Astes  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  und 
zwar  so,    daß   der  Mittelpunkt   des   Kreises   in   den  Brenn- 


Fig.  31. 


Fig.  32 


1)  Bei  diesen  und  den  folgenden  Diagrammen  der  Stütz- 
winkelfunktionen ist  die  Einheit  gleich  y^  cm  gewählt,  während 
bei  den  Bildern  der  s-  und  w-Ebene    die  Einheit  ''    cm  ist. 
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punkt  der  Hyperbel  übergeht.     Der  Mittelpunkt   der  Hyperbel   liegt 
bei  w  =  —  2.     Setzt  man  ic  =  u  -\-  iv,  so  ist  ihre  Gleichung 

{u-\-2y-v-=2. 

Siehe  die  beigefügte  Figur  32. 


III.   c  =  -  1. 


w  =  Isr 


1—2 


Fig.  33. 


Als  Bild  des  Einheitskreises  erscheint 
eine  transzendente  Kurve,  eine  sogenannte 
Kettenlinie  gleichen  Widerstandes^),  deren  Glei- 
chung ist 

cosu  =  -^e~". 

Ihr  Inneres  stellt  einen  der  konvexen  Be- 
reiche dar,  die  wir  als  solche  parabolischen 
Verhaltens  bezeichnet  hatten  (S.  106).  Die 
Kurve  verläuft  ganz  zwischen  zwei  parallelen 


Geraden,  deren  Abstand  7t  ist  und  die  Asymptoten  der  Kurve  sind. 


Pig.  34. 


ly.  ^.  =  _JL.        ^(.  =  2{l-yi-^)- 

Setzt  man 

IV  =  u-\-  iv  =  2(1  —  ^),     z  =\  —t^,     t=  6  -\-  ix, 

80    erhält    man   als    Bild    des   Kreises    \z\  =  R    das    eine    Oval    einer 
CossinischQU  Kurve 


1)  Siehe  Obras  do  Gonies  Teixeira,  V,  S.  27  flf. 
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oder 

und  insbesondere  entsteht  für  jR  =  l  eine  halbe  Lemniskate. 


Fig.  36. 


Fig.  35. 


Die  Bilder  der  Radien  im  Einheitskreis  sind  jetzt  (bekanntlich) 
Stücke  gleichseitiger  Hyperbeln.^)  Nach  (10)  gehört  dieser  Fall  zu- 
sammen mit  dem  Falle  IL 

V.    c  =  0.         IV  =  s,  0  =  ^. 
Dieser  Fall  gehört  nach  (10)  zusammen  mit  dem  Falle  I. 


VI.    c  =  4 


^v  =  ^[l-{l-z)V\- 


Hier  ist  die  Grenze  überschritten,  wo  als  Bild  des  Einheitskreises 

noch  eine  konvexe  Kurve  erscheint:  Der  Stelle  2=1  entspricht  jetzt 

2 
eine   einspringende  Ecke.     Die   Rundungsschranke  liegt  bei   i2  =  —  • 


Fig.  37. 


Das  Bild  des  Einheitskreises  ist  ein  Stück  einer  Kurve  8.  Ordnung 

27{(2-3it)'+9f2}*4-4{(2-3«0'-27i;2}3=o. 


1)  Vgl.  Holzmüller,  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften. 
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VIL   c=l. 


w  =  z 


Führt  man  in  der  ^-Ebene  Polarkoordinaten  ein,  z  =  Qe^\  so  wird 

Hält  man  den  Wert  von  q  fest  { 0  <  p  ^  1 } ,  so  beschreibt  der 
Punkt  w,  wie  aus  dieser  Formel  hervorgeht,  eine  Epizykloide.     Rollt 

nämlich  der  Kreis  \w  —  Qe'f^\=-^  ohne  zu  gleiten  auf  dem  gleich- 
großen unbeweglichen  Kreise  |n'|  =-|-,   so   beschreibt   ein  Punkt,  der 

mit  dem  rollenden  Kreise  starr  verbunden  ist  und  von  seinem  Mittel- 
punkt die  Entfernung  q^  hat,  unsere  ('„verkürzte")  Epizykloide.  Ins- 
besondere finden  wir  als  Bild  des  Einheitskreises  p  =  1  eine  herzförmige 
Kurve,  eine  Kardidide.  Setzt  man  cp  =  const.,  so  findet  man  als  Bild 
der  Durchmesser  des  Eiuheitskreises  Stücke  von  Parabeln,  die  die 
Spitze  der  Kardioi'de  zum  Brennpunkt  haben. 


)     yy 

Fig.  40 


rig.  39. 


Bei  dieser  ganzen  Familie  von  in  sich  zurücklaufenden  Kurven 
kann  man  also  durch  Winkelteilung  und  mechanisches  Tangenten- 
ziehen eine  Zuordnung  der  Kurvenpunkte  zu  den  Punkten  einer 
Kreislinie  finden,  wie  sie  durch  gewisse  konforme  Abbildungen 
(oü^  unter  den  oo^  möglichen)  des  Inneren  der  Kurve  auf  die  Kreis- 
fläche hervorgerufen  wird. 

Aber  der  an  die  Spitze  gestellte  Lehrsatz  liefert  noch  einen  viel 
allgemeineren  Typus  von  Beispielen,  wenn  man  ihn  mit  der  folgenden 
leicht  zu  begründenden  Bemerkung  verbindet: 

Gehört  -0-  -f  qp  (0-)  als  integrable  Stützwinkelfunhtion  (z.  B.  von  he- 
schränkte}'  Schwankung)  zu 


(11) 

so  gehört 


w 


{z)=J  dze 


/(O 


{|^!<i}, 


d-  +  0{&)  =  d-  -{-J\{&)dd- 
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als  eine  Stüizivinkelfunldion  zu 

z  z 

(12)  W{z)=   fdze^^=)=  fo 


1    r  f{z)  dz 


tJ 


kl<i 


ö  0 

Wir  erläutern  das,  indem  wir  die  Punktion  W(^s)  so  herzustellen 
suchen,  daß  ihre  Stützwinkelfunktion  &(d-)  der  folgenden  Zeichnung 
entspricht : 


0  =  2^       {-Y^^^D 
0  =  7r  {l^'^^Jr) 


Fig.  41. 


Wir    zerlegen,    entsprechend    der    Reihenfolge    der    beigefügten 
Figuren,  die  Funktion  &  in  folgender  Weise: 

I.         &  =  &+  0(d-). 
IL  0(^)  =      (p(d-)d&==^  I ^{d-)d&. 

0  0 


/\ 

\y 

<t>[&) 

/ 

/ 

V- 


vw 


^PA») 


Fig.  49. 


V,(^) 
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Man  findet  nun  ohne  Schwierigkeit,  daß 

>,(^)  =  2  {^  lg(     i  -  e)  -  y  j  =  2^  lg(l  +  ^0, 

-  rl^.i»)  =  2  }c9  lg(-  i-t)+l]='23  lg(l  -  *e) 
und  also  0(d-)  =  cf  F{^)  sein  muß,  wofern 


T^.  .         12    /*dr  ,     1  +  t 

^(^)-=T-^JTlgi^ 


gesetzt  wird. 

Daher  wird  die  gesuchte  Ahhildungsfuriktion 


dze 


4     C^z 


(13)  iv(z)  =  fa 

0 

In  der  Tat  folgt  hieraus 

c7i^m  =  ^(^)  =-   (sin^  —  l-  sinS^  +  ^  sin5^  + 

^'-^  ^     -^  TT    l  1)  25 


.1 


was  die -FoMrie/'sche  Entwicklung  der  vorgelegten  Funktion  0— ■0'=^('0') 
ist.^)  Das  Bild  des  Einheitskreises  ist  ein  Bereich  elliptischen  Cha- 
rakters, der  aus  einem  geraden  und  einem  transzendenten  Linienzug 
besteht,  die  sich  stetig  und  mit  stetig  verlaufender  Tangentenrichtung 
aneinander  anschließen. 

Der  Leser,  der  unserem  Gedankengang  gefolgt  ist,  wird  erkennen, 
daß  die  gleiche  Schluß  weise  zu  der  Einsicht  führt: 

Durch  Quadraturen  lassen  sich  alle  Funltionen  w{£)  finden,  deren 
Stützwinlielfimldionen  ahteilimgsiveise  zusammengesetzt  iverden  können 
aus  einer  endlichen  Zahl  von  ganzen  rationalen  Funltionen  des  Argu- 
mentes d: 

Geht  man  nicht  von  einer  vorgeschriebenen  Stützwinkelfunktion 
aus,  sondern  von  einer  gegebenen  Funktion  tv(z),  so  können  schon 
scheinbar  ganz  einfache  Fälle  zur  Entstehung  von  Stützwinkelfunktionen 
ziemlich  verwickelten  Verhaltens  Anlaß  geben.  So  erhält  man  durch 
lineare  Transformation  (Kreisverwandtschaft)  aus  der  von  uns  schon 
untersuchten  Funktion  arc  tg  z  die  Funktion 

7t  arc  tg  z  7t       arc  tg  z 

4  arc  to;z4-7t         4  ,     1  4-  z' 

°  1  —  z 


1)  Siehe  etwa  Biemann-Hatiendorf,  Partielle  Differeutialgleichungen,  2.  Aufl. 
Braunschweig  1876,  S.  52,  53,  wo  gerade  dieses  Beispiel  angeführt  wird. 


Beispiele. 
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die  dem  Einheitskreis  eine  Kreisbogenfigur  mit  zwei  nach  außen  ge- 
richteten Spitzen  im  Endlichen  zuordnet  —  ein  Kreisbogenzweieck 
nach  der  üblichen  Terminologie,  hier  jedoch  ein  Kreishogendreieclc, 
besser  Kreishogendreiseit,  da  wir  der  Figur  auch  im  Unendlichen  eine 
Ecke  zuschreiben  müssen.^)    (Vgl.  S.  83.) 


=-/,    ^=i    z=+i,  ;:=<» 


Fig.  43. 


Die    Stützwinkelfunktiou,    deren    Bild    ungefähr    der    Zeichnung 
rechts  entsprechen  muß,  hat  einen  verwickelten  Ausdruck. 

Nicht    anders  verhält  es  sich  mit  dem  noch  einfacheren  Beispiel 


iV 


arc  tg  y^  I  , 

das  die  Abbildung  der  Fläche  des  Einheitskreises  auf  das  Innere  einer 
Parabel  unter  Zuordnung  der  Brennpunkte  beider  Kurven  vermittelt.^) 


1)  In  dieser  Figur  ist  die  Einheitsstrecke  6  cm. 

2)  Siehe  H.  Ä.  Schwarz,  Werke  II,  S.  141. 
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Differentialgeometrie,     gr.  8.     Geb.     [Unter  der  Presse.] 


Krüger,  Professor  Dr.  L..  konforme  Abbildung  des  Erdellipsoids  in  der 
Ebene.     [IX  u.  182  S.]     4.     1912.     Steif  geh.  JC  'd.— 

Iiaazeri,  G.,  und  A.  Bassani,  Elemente  der  Geometrie  (unter  Verschmelzung 
von  ebener  und  räumlicher  Geometrie).  Mit  Genehmigung  der  Verfasser  aus 
dem  Italienischen  übersetzt  von  f  P.  Treutlein.  Mit  336  Figuren.  [XVI  u.  491  S.] 
gr.  8.     1911.     Geb.  Ji  14.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Lewent,  Dr.  Leo,  weil  Oberlehrer  in  Berlin,  konforme  Abbildung.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  Eugen  Jahnke,  ord.  Prof.  an  der  Kgl.  Bergakademie  Berlin. 
Mit  einem  Beitrag  von  Privatdozent  Dr.  W.  Blaschke  in  Greifswald.  Mit  40  Ab- 
bildungen.    [VI  u.  118  S.]     8.    1912.    Geh.  Ji.  2.80,  in  Leinwand  geb.  JC  3.20. 

V.  Lilienthal,  K,.,  Professor  an  der  Universität  Münster  i.  W.,  Vorlesungen  über 
Differentialgeometrie.     In  2  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Band.     Kurventheorie.     Mit  26  Figuren.     [VI  u.  36S  S.]     1908.     Jl.  12.— 
II.     —        [in  Vorbereitung.] 

Grundlagen  einer  Krümmungslehre  der  Kurvenscharen.    [VII  u. 


114  S.]     gr.  8.     1896.     Geh.  JC  5.— 

Loria,  Dr..  Gr.,  Professor  an  der  Universität  Genua,  spezielle  algebraische  und 
transzendente  ebene  Kurven.  Theorie  und  Geschichte.  Autorisierte, 
nach  dem  ital.  Manuskript  bearbeitete  deutsche  Ausgabe  von  Prof.  Fr.  Schütte, 
Oberlehrer  am  Stiftischen  Gymnasium  zu  Düren.    2.  Auflage.    In  2  Teilen,    gr.  8. 

I.  Teil.     Die    algebraischen    Kurven.      Mit    142    Figuren    auf    14    lithographierten    Tafeln. 
[XVIII  u.  488  S.]     1910.     Geh.  M  16.50,  in  Leinwand  geb.  M  18.— 
II.    —       Die    transzendenten    und    die    abgeleiteten    Kurven.      Mit   80    Figuren    auf 
6  lithographierten  Tafeln.    [VIII  u.  384  S.]    1911.    Geh.  Jl  12.50,  in  Leinw.  geb.  J{  14.— 

Müller,  Dr,  F.,  Professor  in  Dresden,  Führer  durch  die  mathematische  Lite- 
ratur. Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  historisch  wichtigen  Schriften. 
[X  u.  252  S.]     gr.  8.     1908.     Geh.  Ji   7.—,  geb.  J(.  8.— 

Gedenktagebuch  für  Mathematiker.    3.  Auflage.    Mit  einem  Bildnis 


des  Verfassers.    [IV  u.  121  S.]    1912.    Steif  geh.  JC  2. 

Repertorium  der  höheren  Mathematik.  Von  E.  Pascal.  2.,  völlig  umgearbeitete 
Auflage  der  deutschen  Ausgabe.  Unter  Mitwirkung  zahlreicher  Mathematiker 
herausgegeben  von  P.  Epstein,  R.  Rothe  und  H.  E.  Tim  er  ding.  In 
2  Bänden:  Analysis  und  Geometrie.     8. 

I.  Band:   Analyais.     Unter   Mitwirkung   von  E.  Fricko,   Ph.  Furtwängler,   A.  Guldberg, 

H.Hahn,  E.  Jahnke,    H.  Jung,  A.  Loewy,   E.  Pascal,   H.  E.  Timerding  heraus- 
gegeben von  P.  Epstein. 

I.  Hälfte :  Algebra,  Differential-  und  Integralrechnung.    [XV  u.  527  S.]    1910.    Geb.  J(  10 .  — 
II.      —     [Unter  der  Presse.] 
II.     —        Geometrie.    Unter  Mitwirkung  von  L.  Berzolari,  K.  Bonola,  E.  Ciani,  M.  Dehn, 
Fr.  Dingeldey,  F.  Enriques,  G.  Giraud,  G.  Guareschi,  L.  Heffter,  W.  Jacobs- 
thal,    H.    Liebmann,   J.   Mollerup,    J.   Neuberg,    U.    Perazzo,    O.  Staude,    E. 
Steinitz,  H.  Wieleitner,  K.  Zindler  herausgegeben  von  H.  E.  Timerding. 
L  Hälfte:  Grundlagen  und  ebene  Geometrie.     [XVI  u.  534  S.]     1910.     Geb.  M.  10  — 
II.      —       [Unter  der  Presse.] 

Repertorium  der  ange^vandten  Mathematik.  Herausgegeben  von  H.  E.  Timer- 
ding, Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braunschweig,  unter  Mit- 
wirkung von  Fachgelehrten.     In  4  Bänden.     8.     Geb. 

I.  Praktische  Mathematik  (numerisches  Rechnen,   graphische  Methoden  und  mathematische 
Instrumente)  unter  Redaktion  von  C.  Runge.     [Erscheint  Ostern  1913.] 

II.  Darstellende  Geometrie. 

TIT.  Elemente  der  Geodäsie  und  Astronomie. 
IV.  Technische  Mechanik. 

Runge,  Dr.  C,  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  analytische  Geometrie  der 
Ebene.    Mit  75  Fig.  im  Text.    [IV  u.  198  S.]    gr.  8.    1908.    In  Leinw.  geb.  J(.6.— 

Serret- Seheffers,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Nach 
Axel  Harnacks  Übersetzung  neubearbeitet  von  G.  Scheffers.  In  3  Bänden, 
gr.  8.     Geb. 

J.Band.     Differentialrechnung.    4.  u.  5.  Aufl.    Mit  70  Fig.    [XVI  u.  626  S.]    1908.    JCli.— 

II.  —        Integralrechnung.    4.  u.  5.  Auflage.    Mit  108  Fig.    [XIV  u.  639  S.]    1911.    .<i  13.— 

III.  —        Differentialgleichungen  und  Variationsrechnung.     3.  Aufl.     Mit  63  Fig. 

[XHu.  658S.]     1909.    JC  13.— 


Verlag  von  B.  G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Staude,  O.,  Prof.  an  der  üniv.  Rostock,  die  Fokaleigenschaften  der  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Ein  neues  Kapitel  zu  den  Lehrbüchern  der  analytischen 
Geometrie  des  Raumes.    Mit  Figuren.    [VIII  u.  186  S.]    gr.  8.    1896.    Geh.  j(  7   — 


Analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der 

Ebene.    Ein  Handbuch  zu  den  Vorlesungen  und  Übungen  über  analytische  Geo- 
metrie.   Mit  387  Figuren.    [VIII  u.  447  S.]     gr.  8.    1905.    In  Leinw.  geb.  JC  14  — 

Analytische   Geometrie  des   Punktepaares,   des  Kegelschnitte 


und  der  Fläche  zweiter  Ordnung.    In  2  Teilen,    gr.  8.     1910.     Geh.  u.  geb. 

I.Band.     Mit  181  Figuren.     [X  .u.  548  S.]     Geh.  J(  20.—,   geb.  M  22.— 
U.     —        Mit   47   Figuren.     [IV  u.  S.  .549—1000.]     Geh.  ^H.  \C, .—,   geb.  M  18  — 

Tannery,  J.,  Professor  an  der  Universität  Paris,  Subdirektor  der  Fcole  normale  supe- 
rieure  zu  Paris,  Elemente  der  Mathematik.  Mit  einem  geschichtlichen  Anhang 
von  P.  Tannery.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  P.  Klaeß,  Gymnasial- 
lehrer in  Echternach  (Luxemburg).  Mit  einem  Einführungswort  von  F.  Klein  und 
184  Textfig.     [XII  u.  339  S.]    gr.  8.     1909.    Geh.  .-^^  7.—,  in  Leinw.  geb.  .^  8.— 

Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker.  I.  Jahrgang.  1909  10.  Heraus- 
gegeben von  F.  Auerbach  und  R.  Rothe.  Mit  einem  Bildnis  Lord  Kelvins. 
[XLIV  u.  450  S.]  8.  Geb.  .^  6.—  IL  Jahrg.  1911.  Mit  einem  Bildnis  H.  Min- 
kowskis. [IX  u.  567  S.]  8.  Geb.  Jt  1 .—  III.  Jahrgang  1913.  Mit  einem 
Bildnis  Friedrich  Kohkauschs.     [VIII  u.  4r54  S.]     8.    Geb.  JC.  ca.  7 .  — 

Tesar,  L.,  Professor  an  der  k.  k.  Staatsrealschule  im  XX.  Bezirke  zu  Wien,  die 
Mechanik.  Eine  Einführung  mit  einem  metajjhysischen  Nachwort.  Mit 
111  Fig.     [XIV  u.  220  S.]     gr.  8.     1909.     Geh.  J(  3.20,  in  Leinw.  geb.  oH  4,— 

Thomae,  Dr.  J.,  Prof.  an  der  Universität  Jena,  Grundriß  einer  analytischen 
Geometrie  der  Ebene.  Mit  8  Figuren  im  Text.  [X  u.  183  S.]  gr.  8.  190(>. 
In  Leinwand  geb.  JC  3 .  60. 

Vahlen,  Dr.  K.  Th.,  Professor  an  der  Universität  Greifswald,  abstrakte  Geometrie. 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  tuklidischen  und  Nichteuklidischin 
Geometrie.    Mit  zahlr.  Fig.    [XII  u.  302  S.]    gr.  8.    190.ö.    In  Leinw.  geb.  J^  12.— 

Voß,  Dr.  A.,  Prof.  der  Mathematik  an  der  Univ.  München,  über  das  Wesen  der 
Mathematik.  Rede,  gehalten  am  11.  März  1908  in  der  öffentlichen  Sitzung 
der  Kgl.  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München.  Erweitert  und 
mit  Anmerkungen  versehen.     2.  Auflage.     [98  S.J     8.     1913.    Geh.  JC  3.60. 

Weber,  Dr.  H.,  und  Dr.  J.  Wellstein,  Professoren  an  der  Universität  Straßburg  i.  E., 
Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik.  Ein  Handbuch  für  Lehrer 
und  Studierende.     In  3  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.Band.    Elementare   Algebra   und   Analysis.      Bearbeitet   von   H.  Weber.      3.  Auflage. 
Mit  40  Figuren.     [XVIII  u.  532  S.]     1910.    Ji  10.— 

n.     —        Elemente     der     Geometrie.       Bearbeitet    von    H.   Weber,     J.    Wellstein     und 
W.  Jacobsthal.     2.  Auflage.     Mit  251  Figuren.     [XII  u.  596  S.]     1907.    ..«12.— 

III.     —       Angewan  dte  Elementar-Mathematik.    Von  H.  Weber,  J.  Wells  tein  und  R.  H. 
Weber.      In  2  Teilen.     2.  Auflage. 

I.Teil:  Mathematische  Physik.  Mit  einem  Bucli  über  Maxinia  und  Minima  von  H. 
Weber  u.J.Wellstein.  Bearb.  von  R.H.Web  er.  [XIIu.53G  S.'l  lull.  .«12.— 
II.  —  Sarstellende  Geometrie,  graphische  Statik,  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, politische  Arithmetik  und  Astronomie.  Bearbeitet 
von  J.  Wells  tein,  H.  Wob  er,  H.  Bleicher,  J.  Bauschingo  r.  Mit  271  Fig. 
[X  u.  271  S.]     1912.    M.  14.— 
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